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Abstrakt

Tato práce se zabývá přij́ımaj́ıćımi gramatikami. Ty tvoř́ı logický protěǰsek

obvyklého chápáńı formálńıch gramatik jako čistě generuj́ıćıch struktur.

V některých př́ıpadech je přij́ımaj́ıćı mód právě tak silný jako mód gene-

ruj́ıćı, nicméně existuj́ı i př́ıpady, kdy je přij́ımaj́ıćı mód striktně silněǰśı. Toto

je na prvńı pohled neočekávaný výsledek, a proto se v tomto textu zaměř́ıme

na popis a d̊ukaz jednoho konkrétńıho př́ıpadu, kdy k tomuto jevu dojde, a

sice uspořádaných gramatik.



Kapitola 1

Úvod

Na každý mechanismus, který generuje určitou množinu slov, a tedy charak-

terizuje nějaký formálńı jazyk, se zároveň můžeme d́ıvat jako na mechanis-

mus, který slova přij́ımá. Tyto dva úhly pohledu sice nemaj́ı př́ılǐsný význam

u nejznáměǰśıch typ̊u formálńıch gramatik, u Chomského hierarchie, nebot’

v obou př́ıpadech gramatiky charakterizuj́ı stejnou tř́ıdu jazyk̊u, nicméně

tento trend neńı obecně platný a lze nalézt př́ıpady, jež nás překvaṕı změnou

śıly při použit́ı přij́ımaj́ıćı verze téhož mechanismu.

Většina typ̊u gramatik a systémů byla studována téměř výhradně pouze

z generuj́ıćı perspektivy. Předevš́ım jde o gramatiky s ř́ızeným přepisováńım

(d̊ukladně studovány např́ıklad v [3]) a o gramatiky/systémy umožňuj́ıćı

určitou mı́ru paralelismu. To je poměrně překvapivé zjǐstěńı, vezmeme-li

v úvahu, že praktické využit́ı formálńıch jazyk̊u spoč́ıvá ve většině př́ıpad̊u ve

využit́ı mechanismů přij́ımaj́ıćıch (př́ıkladem za všechny budiž překladače).

V tomto textu se nejprve seznámı́me se základńımi pojmy teorie formál-

ńıch jazyk̊u, poté se zaměř́ıme na obecný úvod do problematiky přij́ımaj́ıćıch

gramatik a naznač́ıme, proč neńı př́ılǐs zaj́ımavé zkoumat přij́ımaj́ıćı verze

gramatik Chomského hierarchie. Následně se hlouběji ponoř́ıme do zkoumáńı

přij́ımaj́ıćıho módu uspořádaných gramatik. Tyto gramatiky jsme vybrali

jako názornou ukázku zaj́ımavého zvýšeńı śıly oproti obyčejnému, generuj́ı-

ćımu módu.
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Kapitola 2

Základńı pojmy

Abeceda je konečná neprázdná množina symbol̊u. Řetězec nad abecedou Σ

je posloupnost symbol̊u w = a1a2 . . . an, ∀i = 1, . . . , n : ai ∈ Σ a |w| =

n nazvěme délkou řetězce w. Existuje zvláštńı řetězec ε takový, že |ε| =

0, nazýváme jej řetězcem prázdným. Množinu všech symbol̊u obsažených

v řetězci w znač́ıme alph(w). Σ∗ znač́ı množinu všech řetězc̊u nad abecedou

Σ. Jazyk L nad abecedou Σ je definován jako L ⊆ Σ∗. Jazyky L1, L2 budeme

považovat za ekvivalentńı právě tehdy, když L1−{ε} = L2−{ε}. Konkatenaćı

jazyk̊u L1, L2 rozumı́me jazyk

L1 · L2 = L1L2 = {xy|x ∈ L1, y ∈ L2}.

Dále necht’ ∂lw(L), respektive ∂rw(L), označuje jazyk ∂lw(L){w′|ww′ ∈ L},
respektive ∂rw(L){w′|w′w ∈ L}.

Gramatiky a jazyky Chomského hierarchie

(Generuj́ıćı) gramatika G je čtveřice G = (V, T, P, S), kde

• V je množina symbol̊u (totálńı abeceda),

• T je množina terminálńıch symbol̊u (terminál̊u), T ⊂ V ,
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Typ Název Značeńı Gramatiky Omezeńı formy pravidel

0 rek. vyč́ıslitelné L0,L(RE) neomezené žádné daľśı

1 kontextové L1,L(CS) kontextové |α| <= |β| (kromě S → ε)

2 bezkontextové L2,L(CF ) bezkontextové α ∈ N
3 regulárńı L3,L(REG) pravé lineárńı α ∈ N, β ∈ T ∗ · (N ∪ {ε})

Tabulka 2.1: Chomského hierarchie tř́ıd jazyk̊u; N zde označuje množinu

neterminál̊u, tedy N = (V − T ).

• S je počátečńı symbol, S ∈ V − T a

• P je množina pravidel tvaru α→ β, α, β ∈ V ∗, alph(α)∩ (V − T ) 6= ∅.

Prvky množiny (V − T ) nazýváme neterminálńı symboly (neterminály).

Mějme gramatiku G = (V, T, P, S). Ř́ıkáme, že řetězce x = uαv a y =

uβv, x, y ∈ V ∗, jsou v relaci př́ımé derivace, znač́ıme x⇒G y nebo zkráceně

x ⇒ y, právě tehdy, když α → β ∈ P . Pravidlo tvaru α → ε se nazývá

vymazávaćı nebo také ε-pravidlo. Necht’⇒∗G označuje reflexivńı a tranzitivńı

uzávěr relace ⇒G. Jazyk generovaný gramatikou G, L(G) = {w ∈ T ∗|S ⇒∗G
w}.

Chomského hierarchie klade omezeńı na tvar pravidel a podle toho ro-

zlǐsuje čtyři tř́ıdy jazyk̊u (tř́ıdy jazyk̊u znač́ıme ṕısmenem L, aby nedošlo

k záměně s jednotlivými jazyky) – viz tabulku 2.1. Plat́ı, že L3 ⊂ L2 ⊂ L1 ⊂
L0.

Pokud máme tř́ıdu jazyk̊u L(X), pak L(X−ε) označuje tř́ıdu jazyk̊u defi-

novaných mechanismemX bez použit́ı vymazávaćıch pravidel, tedy např́ıklad

L(CF−ε) představuje tř́ıdu bezkontextových jazyk̊u mimo jazyky využ́ıvaj́ıćı

ε-pravidla.

Lemma 2.1. (Kurodova normálńı forma) Pro každý kontextový jazyk L ex-

istuje gramatika G = (V, T, P, S), L(G) = L, jej́ı̌z pravidla jsou v jednom

z tvar̊u

A→ BC, AB → CD, A→ a.

kde A,B,C,D ∈ (V − T ), a ∈ T .
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Kapitola 3

Přij́ımaj́ıćı gramatiky

V této kapitole se zaměř́ıme na přij́ımaj́ıćı gramatiky a jejich vztah ke gra-

matikám generuj́ıćım.

Přij́ımaj́ıćı gramatika (budeme rovněž použ́ıvat označeńı přij́ımaj́ıćı verze

či přij́ımaj́ıćı mód gramatiky) se od generuj́ıćı gramatiky (generuj́ıćı verze,

generuj́ıćıho módu) lǐśı ve dvou náležitostech:

1. Namı́sto počátečńıho symbolu/neterminálu je definován symbol ćılový

– pokud při derivaćıch dospějeme ke větné formě tvořené právě t́ımto

jediným symbolem, derivace byla úspěšná a řetězec terminál̊u, z kterého

jsme začali, patř́ı do jazyka přij́ımaného danou gramatikou.

2. Uvažujeme-li nějakou tř́ıdu jazyk̊u, obvykle je definována určitým ome-

zeńım na tvar pravidel, která můžeme v gramatice použ́ıt, aby j́ı defi-

novaný jazyk spadal do dané tř́ıdy. Tedy např́ıklad bezkontextové gra-

matiky mohou obsahovat pouze pravidla tvaru A → w, přičemž A

je neterminálńı symbol a w je nějaký řetězec symbol̊u dané gramatiky.

U přij́ımaj́ıćıch gramatik jsou tato omezeńı
”
otočena“, tedy pro přij́ıma-

j́ıćı bezkontextové gramatiky dostáváme omezeńı na tvar pravidel w →
A, kde opět A je neterminálńı symbol a w je řetězec. Pokud (generuj́ıćı)

bezkontextová gramatika obsahuje ε-pravidla, pak v přij́ımaj́ıćım módu

lze použ́ıt poměrně nezvyklá pravidla tvaru ε→ A, tedy se nám mohou
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na r̊uzných mı́stech větné formy
”
zjevovat“ neterminálńı symboly.

Pomoćı této charakteristiky můžeme ke generuj́ıćım gramatikám jedno-

duše vytvořit jejich přij́ımaj́ıćı protěǰsek, stač́ı interpretovat počátečńı symbol

jako symbol koncový a všechna pravidla tvaru α → β nahradit pravidly

β → α.

Relace př́ımé derivace necht’ je v přij́ımaj́ıćıch gramatikách definována

obdobně jako v gramatikách generuj́ıćıch, tedy řetězec uαv př́ımo derivuje

řetězec uβw (znač́ıme rovněž uαv ⇒G′ uβw, kde G′ je uvažovaná přij́ımaj́ıćı

gramatika) právě tehdy, když v gramatice G′ existuje pravidlo α → β a

zároveň jsou splněna daľśı omezeńı vyžadovaná konkrétńım typem ř́ızeného

přepisováńı.

Abychom odlǐsili př́ıj́ımaj́ıćı mód od generuj́ıćıho, budeme značit Lg(G)

jazyk generovaný gramatikou G a La(G) jazyk přij́ımaný gramatikou G.

Podobně pro tř́ıdy jazyk̊u, Lg(X) bude označovat tř́ıdu jazyk̊u generovaných

a La(X) tř́ıdu jazyk̊u přij́ımaných
”
mechanismem“ X (tedy např́ıklad Lg(CF )

představuje tř́ıdu jazyk̊u generovaných bezkontextovými gramatikami a La(CF )

představuje tř́ıdu jazyk̊u přij́ımaných bezkontextovými gramatikami). Pokud

nebude mód explicitně uveden, uvažujeme mód generuj́ıćı.

Obecné pozorováńı: Pokud Lg(X) ⊆ Lg(Y ), pak La(X) ⊆ La(Y ). Je

tomu tak proto, že inkluzi Lg(X) ⊆ Lg(Y ) obecně dokazujeme t́ım zp̊usobem,

že každou derivaci x⇒ y mechanismu X nasimulujeme posloupnost́ı derivaćı

x⇒∗ y mechanismu Y . Pak ale zjevně můžeme obdobnou simulaćı ukázat i

La(X) ⊆ La(Y ).

Přij́ımaj́ıćı gramatiky a Chomského hierarchie

Věta 3.1. Lg(X) = La(X) pro X ∈ {REG,CF,CS,RE}.

D̊ukaz. Důkaz je možno provést obecně pro takzvané gramatiky s kontex-

tovými podmı́nkami. Gramatiky charakterizuj́ıćı jazyky Chomského hierar-
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chie jsou pak jen speciálńımi př́ıpady těchto gramatik. Pro podrobný d̊ukaz

viz např́ıklad [1].
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Kapitola 4

Přij́ımaj́ıćı verze uspořádaných

gramatik

V této kapitole si ukážeme, že uspořádané gramatiky v přij́ımaj́ıćım módu

charakterizuj́ı větš́ı tř́ıdu jazyk̊u než uspořádané gramatiky v módu generu-

j́ıćım.

Definice 4.1. Uspořádaná gramatika je pětice G = (V, T, P, S,≺), kde V

je konečná množina symbol̊u, T ⊂ V je množina terminál̊u, P je množina

pravidel, S je axiom a ≺ je relace uspořádáńı na množině P .

Mějme uspořádanou gramatiku G = (V, T, P, S,≺) a řetězec x ∈ V ∗.

Pravidlo α→ β ∈ P je aplikovatelné na řetězec x právě tehdy, když

• x = w1αw2 a zároveň

• x neobsahuje podřetězec α′ takový, že α′ → β′ ∈ P a α′ → β′ � α→ β.

Relace ≺ nám tedy udává jakousi prioritu pravidel s t́ım, že nemůžeme

aplikovat pravidlo, pokud existuje jiné pravidlo s vyšš́ı prioritou, které by-

chom aplikovat mohli.

Jelikož definice uspořádané gramatiky sama o sobě neklade omezeńı na

tvar pravidel, můžeme uvažovat pouze některé konkrétńı podtř́ıdy tř́ıdy ja-

zyk̊u generovaných uspořádanými gramatikami. Využijeme k tomuto účelu
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značeńı L(O,X), kde O ř́ıká, že jde o jazyky charakterizované uspořádanými

gramatikami, a X označuje omezeńı typu pravidel např́ıklad podle konkrétńı

podtř́ıdy Chomského hierarchie.

Zamysĺıme-li se nad silou přij́ımaj́ıćı verze těchto gramatik, muśıme si

nejdř́ıve položit otázku, zda maj́ı přij́ımaj́ıćı uspořádané gramatiky alespoň

stejnou śılu, jako verze generuj́ıćı.

Muśıme ukázat, že pro každou uspořádanou gramatiku v generuj́ıćım

módu existuje přij́ımaj́ıćı verze charakterizuj́ıćı stejný jazyk.

Věta 4.2. Ke každé uspořádané gramatice G s bezkontextovými pravidly

v generativńım módu existuje ekvivalentńı uspořádané gramatika G s kon-

textovými pravidly v přij́ımaj́ıćım módu.

D̊ukaz. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že gramatika

G = (V, T, P, S,≺)

neobsahuje pravidla tvaru A → x a A → y taková, že A → x ≺ A → y

(pravidlo s nižš́ı prioritou, A→ x, by se nemohlo nikdy použ́ıt a generovaný

jazyk by se jeho vypuštěńım nezměnil). Dále pro každé pravidlo A→ x ∈ P ,

necht’ XA→x označuje množinu neterminál̊u A′ takových, že A→ x ≺ A′ → y

pro nějaké y. XA→x tedy znač́ı množinu neterminál̊u, které se ve větné formě

nesmı́ vyskytovat, pokud chceme aplikovat pravidlo A→ x.

Ekvivalentńı přij́ımaj́ıćı gramatiku zkonstruujeme jako

G′ = (V ′, T, P ′, S,≺′)

takto:

• Necht’

V ′ = V ∪ {[w,A]|A→ w ∈ P} ∪ {F}

a necht’ tyto množiny jsou po dvou disjunktńı. Neterminál F je speciálńı

”
chybový“ symbol, který při svém výskytu ve větné formě zabráńı vy-

generováńı platné věty jazyka, nebot’ nebude existovat pravidlo, jež by

jej přepsalo na jiný symbol, a tedy ve větné formě z̊ustane neterminál

F navždy.
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• Množinu P ′ a relaci ≺′ zkonstruujme tak, že pro každé pravidlo A →
w ∈ P přidáme do množiny P ′ pravidla a do relace ≺′ vztahy

1. w → [w,A] ≺′ [w,A]→ F ,

2. [w,A]→ A tak, že ∀A′ ∈ XA→w[w,A]→ A ≺′ A′ → F a

3. ∀u→ V ∈ P ′, V 6= F, u 6= [w,A] necht’ u→ V ≺′ [w,A]→ F .

Neformálně bychom mohli ř́ıci, že gramatika G′ rozděluje přepis pravidla

v gramatice G na dvě fáze, přičemž d́ıky tomuto mezikroku a struktuře relace

ověř́ı, zda se ve větné formě nevyskytuje neterminál, který má být přepsán

až později. Takto může provádět simulaci gramatiky G v opačném pořad́ı

derivaćı.

Konkrétně neterminály ve tvaru [w,A] reprezentuj́ı specifické neterminály

pro označeńı mezikroku, který právě prob́ıhá – pokud se ve větné formě

nacháźı neterminál [w,A], znamená to, že právě prob́ıhá simulace přepisu

pravidla A → w. Relace potom zajǐst’uj́ı, abychom nezačali stejné pravidlo

simulovat v́ıcekrát zároveň (bod 1), abychom r̊uzná pravidla nesimulovali

zároveň bez dokončeńı mezikroku (bod 3) a aby derivace proběhly podle

opačných priorit než ve verzi generuj́ıćı (bod 2). Ukažme si to na jednoduchém

př́ıkladu.

Př́ıklad 4.1. Necht’ v generuj́ıćı gramatice existuj́ı pravidla A→ x � B → y

a žádná jiná pravidla s A či B na levé straně. Pak máme zajǐstěno, že derivace

větné formy AB bude prob́ıhat v pořad́ı

AB ⇒ xB ⇒ xy.

V tomto př́ıpadě nebude možné simulovat pravidla ve stejném pořad́ı v gra-

matice G′, nebot’ při derivaci

xy ⇒ [x,A]y ⇒ Ay ⇒ A[y,B]

muśıme v následném kroku přepsat [y,B] na chybový symbol F , protože A ∈
XB→y a tedy A→ F �′ [y,B]→ B.
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Dokažme nejprve, že Lg(G) ⊆ La(G
′). Stač́ı nám ukázat, že pokud x⇒G

y, pak y ⇒∗G′ x. Muśı tedy existovat pravidlo A → w ∈ P a řetězce x, y

muśı být ve tvaru x = uAv a y = uwv. Zároveň muśı platit, že se v řetězci x

nevyskytuje žádný neterminál A′ takový, že A′ ∈ XA→w. V takovém př́ıpadě

můžeme provést derivaci y ⇒∗G′ x ve dvou kroćıch. Nejprve přeṕı̌seme řetězec

uwv na u[w,A]v = z a poté z = u[w,A]v na uAv = x s t́ım, že d́ıky vhodné

konstrukci relace ≺′ máme zajǐstěno, že žádný neterminál z XA→w se ne-

nacháźı v řetězci z a tedy nemohlo doj́ıt k porušeńı priorit pravidel.

Dále dokážeme, že Lg(G) ⊇ La(G
′). Ukážeme, že pokud y ⇒G′ z ⇒G′

x ⇒∗G′ S pro x, y ∈ V, z ∈ V ′, pak x ⇒G y. Řetězec y muśı být ve tvaru

y = uwv a řetězec x muśı být ve tvaru x = uAv. Pak je řetězec z nutně ve

tvaru z = u[w,A]v pro nějaké A → w ∈ P (po prvńım kroku derivace by

sice mohlo nastat, že z = uFv, nicméně v takovém př́ıpadě se nedobereme

platné věty jazyka a nedojdeme k axiomu S). Zároveň je zajǐstěno, že žádný

neterminál z XA→w se nevyskytuje v řetězci z, nebot’ pak by větš́ı prioritu

mělo pravidlo přepisuj́ıćı daný neterminál na neterminál chybový. Vid́ıme

tedy, že derivace y ⇒G′ z ⇒G′ x v situaci, kdy můžeme doj́ıt k axiomu,

nutně simuluje aplikaci pravidla A→ w v gramatice G.

Ukažme si jako cvičeńı př́ıklad, kde tato konstrukce
”
selže“. Odpověd’ na

otázku, proč tomu tak je, ponecháváme na zv́ıdavém čtenáři.

Př́ıklad 4.2. Mějme uspořádanou gramatiku G = ({A}, {a}, P, A,≺), kde

množina P obsahuje dvě pravidla v relaci A → aa � A → a. Zřejmě

tedy Lg(G) = {aa}. Přij́ımaj́ıćı gramatika G′ obsahuje následuj́ıćı pravidla
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v relaćıch:

aa→ [aa,A] ≺′ [aa,A]→ F

[aa,A]→ A

a→ [a,A] ≺′ [a,A]→ F

[a,A]→ A ≺′ A→ F

aa→ [aa,A] ≺′ [a,A]→ F

a→ [a,A] ≺′ [aa,A]→ F

Dostáváme tedy tyto možné úspěšné derivace v gramatice G′:

aa⇒ [aa,A]⇒ A

a⇒ [a,A]⇒ A

Dostáváme tedy La(G
′) = {a, aa}, tedy Lg(G) 6= La(G

′)! Proč?

Dokázali jsme tedy, že přij́ımaj́ıćı verze uspořádaných gramatik s bezkon-

textovými pravidly je minimálně stejně silná, jako verze generuj́ıćı. Nyńı si

ukážeme, že přij́ımaj́ıćı verze je dokonce striktně silněǰśı. Intuitivně bychom

d̊uvod tohoto faktu mohli popsat takto: Zat́ımco generuj́ıćı verze uspořá-

daných gramatik nám umožňuje kontrolovat pouze výskyt jednotlivých neter-

minál̊u, verze přij́ımaj́ıćı dokáže testovat výskyt celých řetězc̊u. Tato vlast-

nost se hod́ı např́ıklad pro testováńı kontextu podřetězc̊u, které se chystáme

derivovat, s použit́ım pomocných pravidel existuj́ıćıch právě jen pro toto

testováńı. TODO dopsat strana 13

Lemma 4.3. Tř́ıdy jazyk̊u L(O,CF ) a L(O,CF−ε) jsou uzavřeny vzhledem

ke sjednoceńı.

D̊ukaz. Mějme dvě uspořádané gramatiky G1 = (V1, T1, P1, S1,≺1) a G2 =

(V2, T2, P2, S2,≺2). Sestrojme gramatiku G, La(G) = La(G1) ∪ La(G2). Bez

újmy na obecnosti předpokládejme, že množiny neterminál̊u gramatik G1, G2

jsou disjunktńı ((V1 − T1) ∩ (V2 − T2) = ∅) a neobsahuj́ı neterminál S (S /∈
(V1 − T1), S /∈ (V2 − T2)). Gramatiku G pak zkonstruujeme jako

G = (V1 ∪ V2 ∪ {S}, T1 ∪ T2, P1 ∪ P2 ∪ {S1 → S, S2 → S},≺1 ∪ ≺2).
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Lemma 4.4. L(CF − ε) ⊂ L(O,CF − ε).

D̊ukaz. Důkaz, že L(CF − ε) ⊆ L(O,CF − ε), je zřejmý – stač́ı použ́ıt

prázdnou relaci uspořádáńı a pro každou bezkontextovou gramatiku dosta-

neme ekvivalentńı uspořádanou gramatiku s bezkontextovými pravidly. Dále

existuje jazyk L = {a2n|n = 0, 1, . . . }, který nepatř́ı do L(CF − ε), ale

patř́ı do L(O,CF−ε) [2]. Generuje jej totiž např́ıklad uspořádaná gramatika

G = ({A,B,C,D,E, F, a}, {a}, P, A,≺), kde množina P a relace ≺ jsou

definovány takto:

A→ C ≺ B → F ≺ C → F ≺ D → F ≺ E → F

C → B ≺ A→ B ≺ D → F ≺ E → F

B → D ≺ A→ F ≺ C → F ≺ D → F ≺ E → F

D → AA ≺ B → AA ≺ C → F ≺ E → F

A→ E ≺ B → F ≺ C → F ≺ D → F ≺ E → F

E → a ≺ A→ a ≺ B → F ≺ C → F ≺ D → F

Lemma 4.5. Lg(CF ) ⊂ La(O,CF − ε).

D̊ukaz. Protože Lg(CF ) = Lg(CF − ε) a zároveň dle věty 4.2 Lg(O,CF −
ε) ⊆ La(O,CF − ε), dostáváme s použit́ım lemmatu 4.4 inkluzi Lg(CF ) ⊂
La(O,CF − ε).

Věta 4.6. La(O,CF − ε) = Lg(CS).

D̊ukaz. Inkluzi ⊆ dokážeme jednoduše konstrukćı lineárně omezeného au-

tomatu (LOA, viz [5]) přij́ımaj́ıćıho stejný jazyk. Mějme uspořádanou gra-

matiku G s bezkontextovými pravidly bez ε-pravidel. Automat bude pracovat

takto:
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1. Vybere pravidlo w → A, jehož aplikace se bude simulovat.

2. Ověř́ı, zda posloupnost symbol̊u na pásce obsahuje podřetězec w (páska

se nacháźı ve tvaru ∆x∆ . . .∆, kde x je aktuálńı větná forma).

3. Pro všechny w′, A′ : w′ → A′ � w → A ověř́ı, zda páska neobsahuje

podřetězec w′.

4. V př́ıpadě, že oba testy uspěj́ı, LOA nedeterministicky vybere jeden

z výskyt̊u řetězce w a nahrad́ı jej řetězcem A∆|w|−1. Pokud alespoň

jeden z test̊u selže, přejde do bodu 1.

5. Automat přesune nově vytvořené symboly ∆ napravo od větné formy,

takže se páska dostane tvaru ∆y∆ . . .∆, kde y je nová větná forma.

T́ım jsme tedy nasimulovali derivaci x⇒G y.

6. Ověř́ı, zda se páska nenacháźı ve tvaru ∆S∆ . . .∆ – pokud ano, přejde

do koncového stavu, jinak pokračujeme bodem 1.

Důkaz inkluze ⊇ je poněkud komplikovaněǰśı. Mějme jazyk typu 1 L ∈
L(CS), L ⊆ T+. Tento jazyk si můžeme definovat jako sjednoceńı jazyk̊u

L =
⋃

a,b∈T

{a}∂la(∂rb (L)){b} ∪ (L ∩ (T ∪ T 2)),

d́ıky čemuž nám postač́ı dokázat, že {a}M{b} ∈ La(O,CF − ε) pro M ∈
Lg(CS), ε /∈M [3] (prázdný řetězec nemuśıme v jazyce M uvažovat, jelikož

jazyk {ab} je součást́ı druhé části sjednoceńı). Necht’ G = (V, T, P, S) je

kontextová gramatika v Kurodově normálńı formě, která generuje jazyk M ,

tedy Lg(G) = M . Označme každé pravidlo tvaru XU → Y Z unikátńım

návěšt́ım r (značeno r : XU → Y Z) a označme množinu těchto návěšt́ı

Lab. Nyńı můžeme zkonstruovat uspořádanou gramatiku s bezkontextovými

pravidly bez epsilon pravidel přij́ımaj́ıćı jazyk {a}M{b},

G = (V ′, T ′, P ′, S ′,≺),
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La(G) = {a}M{b}:
T ′ = T ∪ {a, b}

V ′ = (V−T )∪T ′∪{A,B, S ′, F}∪{(A, r), [A, r], (Y, r), [Z, r]|r : XU → Y Z ∈ P}

Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že jednotlivé množiny tvoř́ıćı množinu

V ′ jsou disjunktńı. Množinu pravidel P ′ tvoř́ı tato pravidla:

1. Pravidla použitá pro započet́ı a ukončeńı derivace a pravidla simuluj́ıćı

aplikaci bezkontextových pravidel:

(a) a→ A ≺ {y → F |y ∈ (V ′ − T ′)}

(b) b→ B ≺ {y → F |y ∈ (V ′ − (T ′ ∪ {A}))}

(c) x → X ≺ {(A, r) → F, [A, r] → F |r ∈ Lab} pro všechna bezkon-

textová pravidla X → x ∈ P

(d) ASB → S ′

2. Dále pro všechna kontextová pravidla tvaru r : XU → Y Z ∈ P

množina P ′ obsahuje následuj́ıćı pravidla, jež simuluj́ı aplikace pravidla

r v gramatice G:

(a) A→ [A, r] ≺ {(A, s)→ F, [A, s]→ F |s ∈ Lab}

(b) Y → [Y, r] ≺ {A→ F, (A, s)→ F, [A, s′]→ F, [R, s]→ F, (R, s)→
F |s ∈ Lab, s′ ∈ (Lab− {r}), R ∈ (V − T )}

(c) Z → (Z, r) ≺ {A→ F, (A, s)→ F, [A, s′]→ F, [R, s′]→ F, (R, s)→
F |s ∈ Lab, s′ ∈ (Lab− {r}), R ∈ (V − T )}

(d) [A, r] → (A, r) ≺ {A → F, (A, s) → F, [A, s′] → F, [R, s′] →
F, (R, s′) → F, z(Z, r) → F, [Y, r]y → F |s ∈ Lab, s′ ∈ (Lab −
{r}), R ∈ (V − T ), z ∈ (V ′ − {[Y, r]}), y ∈ (V ′ − {(Z, r)}} (Zde

můžeme vidět, že ověřujeme levý a pravý kontext určitých neter-

minál̊u, kv̊uli čemuž potřebujeme mı́t označen začátek a konec

větné formy pomocnými neterminály A,B.)
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(e) (A, r) → A ≺ (Z, r) → U ≺ [Y, r] → X ≺ {A → F, [A, s] →
F, (A, s′) → F, [R, s′] → F, (R, s′) → F |s ∈ Lab, s′ ∈ (Lab −
{r}), R ∈ (V − T )}

Obecně úspěšná derivace prob́ıhá takto: Nejprve se přeṕı̌śı symboly na

začátku a konci řetězce (a a b) na neterminály (A a B). Př́ıtomnost neter-

minálu A ve větné formě indikuje, že je možné započ́ıt simulaci kteréhokoliv

pravidla z G nebo aplikovat koncové pravidlo ASB → S ′. Jelikož simulace

aplikace bezkontextových pravidel je velmi př́ımočará (aplikuje se pravidlo

popsané v bodu 1c), detailně si poṕı̌seme simulaci aplikace pravidel kontex-

tových:

1. Nejdř́ıve použijeme pravidloA→ [A, r], č́ımž urč́ıme, že budeme simulo-

vat právě pravidlo s návěšt́ım r.

2. Nalezneme jeden výskyt neterminálu Y , respektive Z a přeṕı̌seme jej

na neterminál [Y, r], respektive (Z, r). Vhodně zkonstruovaná relace ≺
nám zábráńı přepsat některý z neterminál̊u vicekrát než jednou.

3. Fáze výběru přepisovaných neterminál̊u je ukončena aplikaćı pravidla

[A, r] → (A, r). Dı́ky vhodnému nastaveńı priorit je zajǐstěno, že se

vybrané neterminály Y a Z nacházej́ı vedle sebe. Pravidlo [Y, r]y → F

ověřuje, zda symbol vpravo od neterminálu [Y, r] neńı neterminál r̊uzný

od z(Z, r). Zároveň se nemůže stát, aby byl neterminál na konci větné

formy, a to d́ıky pomocnému
”
hraničńımu“ neterminálu B1 Podobně

pravidlo z(Z, r) → F ověř́ı, zda neńı symbol nalevo od (Z, r) r̊uzný

od [Y, r]. Poznamenejme, že je potřeba uskutečnit obě tyto kontroly,

abychom zabránili
”
zkratkám“ spoč́ıvaj́ıćım v nahrazeńı pouze jed-

noho z neterminál̊u Y , Z. Povšimněme si, že toto je jediná situace,

kdy potřebujeme ověřit (ne)př́ıtomnost řetězce a ne jen neterminálu.

1Použit́ı neterminálu B bychom se mohli vyhnout, kdybychom celý d̊ukaz postavili na

převodu gramatiky v Penttonenově normálńı formě (viz např́ıklad [4]) namı́sto Kurodovy.
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4. Nakonec použijeme pravilda z části 2e pro dokončeńı simulace přepisu

kontextového pravidla. T́ım se nám mimo jiné stane z neterminálu

(A, r) neterminál A, jenž nám umožńı započ́ıt simulaci aplikace daľśıho

pravidla.

Pokud si v tuto chv́ıli uvědomı́me, uspořádané gramatiky bez ε-pravidel

jsou stejně silné jako gramatiky s náhodným kontextem bez ε-pravidel, které

jsou ostře slabš́ı než kontextové gramatiky [3], docháźıme k následuj́ıćımu

závěru:

Důsledek 4.7. Lg(CF ) ⊂ Lg(O,CF − ε) ⊂ Lg(O,CF − ε)

Věta 4.8. Lg(O,CF ) ⊆ La(O,CF ) = Lg(RE)

D̊ukaz. Postač́ı nám ukázat, že Lg(RE) ⊆ La(O,CF ). Podle [5] každý rekur-

zivně vyč́ıslitelný jazyk L ⊆ Σ∗ je homomorfńım obrazem nějakého kontex-

tového jazyka L′ ⊆ Γ, tedy L = h(L′) při morfismu h : Γ∗ → Σ∗. Bez újmy

na obecnosti předpokládejme, že Σ ∪ Γ = ∅. Dále necht’ Γ′ = {a′|a ∈ Γ}.
Inkluzi pak můžeme dokázat podobným zp̊usobem jako u věty 4.6 s t́ım, že

nav́ıc přidáme pravidla

• w → a′ ≺ {b→ F |b ∈ Γ} pro všechna w = h(a),

• a′ → a pro všechna a ∈ Γ a

• c → F pro všechna c ∈ Σ ∪ Γ′ tak, aby tato pravidla měla vždy vyšš́ı

prioritu než pravidla v d̊ukazu věty 4.6.

Nejprve tedy při přij́ımáńı řetězce výslednou gramatikou postupně
”
inverzně

aplikujeme“ morfismus h a poté postupujeme stejně jako v gramatice vytvo-

řené ve větě 4.6.

Nyńı si opět uvědomme, že uspořádané gramatiky s bezkontextovými

pravidly jsou stejně silné jako gramatiky se zakazuj́ıćım kontextem [3], které
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jsou ostře slabš́ı než jazyky rekurzivně vyč́ıslitelné. Naproti tomu jsme ukázali,

že přij́ımaj́ıćı mód uspožádaných gramatik s bezkontextovými pravidly má

śılu stejnou jako rekurzivně vyč́ıslitelné jazyky. Dostáváme tedy následuj́ıćı

závěr:

Důsledek 4.9. Lg(O,CF ) ⊂ La(O,CF ).
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Kapitola 5

Závěr

V tomto textu jsme se zaměřili předevš́ım na d̊ukladný rozbor přij́ımaj́ıćıho

módu uspořádaných gramatik. Ukázali jsme, že jednoduchou změnou pohledu

na notoricky známé mechanismy generováńı jazyk̊u se dostáváme do zaj́ımavé

oblasti, ve které se mohou skrývat poměrně neočekávané výsledky, týkaj́ıćı

se předevš́ım zvýšeńı śıly zkoumaného mechanismu.

Ačkoliv jsme se drželi formy matematického textu, pokusili jsme se při

tom nast́ınit i určité intuitivńı představy, jež mohou mnohem lépe postihnout

a objasnit jádro problému, předevš́ım laickému čtenáři.

Celkově jsou přij́ımaj́ıćı gramatiky oblast́ı velmi zaj́ımavou a popsáńı

veškerých detail̊u by vyžadovalo mnohem větš́ı prostor, než je rozsah této

seminárńı práce. Zájemc̊um o daľśı studium vřele doporučujeme text [1],

který se snaž́ı pokrýt problematiku s mnohem větš́ım záběrem a obsahuje i

mnoho užitečných referenćı pro daľśı studium.
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peredači informacii 7(3) (1971) 87–102
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