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Abstrakt
Tento dokument popisuje z�akladn�� modely form�aln��ch jazyk�u zalo�zen�e na

automatech a zav�ad�� n�ekter�e dal�s�� modi�kace, kter�ymi je mo�zn�e zv�y�sit jejich
akcepta�cn�� schopnosti. Detailn�eji je pojedn�ano o oboustrann�ych z�asobn��kov�ych
automatech nad volnou grupou, kter�e vych�az�� z klasick�ych z�asobn��kov�ych au-
tomat�u. Na z�av�er je prezentov�an d�ukaz ekvivalence t�r��dy jazyk�u p�rij��man�ych
t�emito automaty s t�r��dou rekurz��vn�e vy�c��sliteln�ych jazyk�u.
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1 �Uvod
Automaty p�redstavuj�� z�akladn�� form�aln�� model jak�ehokoliv v�ypo�ctu. Ten je zpra-
vidla reprezentov�an ur�citou posloupnost�� p�rechod�u konkr�etn��ho automatu mezi
jednotliv�ymi jeho kon�guracemi podle p�resn�e dan�ych pravidel, kter�e jsou sou�c�ast��
de�nice automatu. V�ypo�cet pak m�u�zeme prohl�asit za �usp�e�sn�y, nach�az��-li se au-
tomat po proveden�� posledn��ho v�ypo�cetn��ho kroku v kon�guraci, kter�a je de-
�nov�ana jako c��lov�a. V opa�cn�em p�r��pad�e je v�ypo�cet ne�usp�e�sn�y. C��lov�a kon�-
gurace b�yv�a zpravidla reprezentov�ana koncov�ym stavem automatu, ale mohou
p�rib�yt i dal�s�� podm��nky jako je nap�r��klad vypr�azdn�en�� z�asobn��ku a podobn�e.
Samoz�rejmost�� je kompletn�� na�cten�� vstupn��ho �ret�ezce.

Z hlediska teorie form�aln��ch jazyk�u ch�apeme automaty jako tzv. akceptory ja-
zyk�u. Jazyk p�rij��man�y dan�ym automatem pak zpravidla de�nujeme jako mno�zinu
v�sech v�et, kter�e je schopen automat zpracovat a p�ritom po proveden�� posledn��ho
kroku skon�cit v n�ekter�e z c��lov�ych kon�gurac��. Posloupnost takov�ychto krok�u ve-
douc��ch do n�ekter�e c��lov�e kon�gurace p�ri p�rij��m�an�� ur�cit�eho �ret�ezce je pak mo�zno
ch�apat jako �usp�e�sn�y v�ypo�cet dan�eho automatu. Nejzn�am�ej�s�� z automat�u, kter�e
se b�ehem v�yvoje teoretick�e informatiky ust�alily jako jak�esi z�akladn�� verze, jsou
zejm�ena kone�cn�e automaty, z�asobn��kov�e automaty a Turingovy stroje. My se
budeme podrobn�eji zab�yvat kone�cn�ymi a z�asobn��kov�ymi automaty.

V n�asleduj��c��ch kapitol�ach si uvedeme v�zdy p�resnou de�nici a uk�a�zeme, ja-
kou t�r��du jazyk�u jsou schopny ve sv�e z�akladn�� variant�e de�novat. D�ale zave-
deme n�ekter�a jejich roz�s���ren�� p�r��padn�e omezen�� a budeme studovat akcepta�cn��
schopnosti nov�e vznikl�ych model�u. Podrobn�e se zam�e�r��me zejm�ena na automaty
z�asobn��kov�e. U �cten�a�re se p�redpokl�ad�a z�akladn�� znalost teorie form�aln��ch jazyk�u
a algebry, viz [1] a [2].
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2 Z�akladn�� pojmy a de�nice
V t�eto kapitole zopakujeme naprost�e z�aklady teorie form�aln��ch jazyk�u a de�nu-
jeme si form�aln�e pojmy jako jsou abeceda, �ret�ezec, a jazyk nad abecedou. Z�akladn��
de�nice jsou p�revzaty z [3].

2.1 Symbol, abeceda, �ret�ezec
De�nice 2.1 Abecedou nazveme ka�zdou kone�cnou nepr�azdnou mno�zinu prvk�u,
kter�e naz�av�ame symboly t�eto abecedy.
Libovoln�a sekvence symbol�u ur�cit�e abecedy tvo�r�� �ret�ezec. Ozna�c��me-li symbo-
lem " pr�azdn�y �ret�ezec, tedy �ret�ezec, kter�y neobsahuje �z�adn�e symboly, m�u�zeme
v�sechny �ret�ezce de�novat rekurz��vn�e.
De�nice 2.2 Necht' � je libovoln�a abeceda.
1. " je �ret�ezec nad �
2. je-li x �ret�ezec nad � a a 2 �, pak tak�e xa je �ret�ezec nad �

2.2 Jazyk nad abecedou
Uva�zujme libovolnou abecedu �. Ozna�cme �� mno�zinu v�sech �ret�ezc�u nad abe-
cedou � v�cetn�e �ret�ezce pr�azdn�eho a �+ mno�zinu v�sech �ret�ezc�u nad abecedou
� vyjma �ret�ezce pr�azdn�eho, tedy �+ = �� � f"g. Jin�ymi slovy, �+ obsahuje
v�sechny nepr�azdn�e �ret�ezce nad abecedou �. �� resp. �+ se naz�yv�a iterace resp.
pozitivn�� iterace mno�ziny �. De�nujme nyn�� jazyk nad abecedou �.
De�nice 2.3 Necht' � je abeceda a necht' L � ��. Potom L je jazyk nad
abecedou �.
Z t�eto de�nice je z�rejm�e, �ze jazykem nad ur�citou abecedou m�u�ze b�yt vlastn�e
libovoln�a podmno�zina iterace t�eto mno�ziny. Ot�azkou z�ust�av�a, jak takov�y ja-
zyk popsat. Mo�znost�� je n�ekolik. Jedna z nejm�en�e praktick�ych je p�r��m�y v�y�cet
prvk�u jazyka. Tato varianta je v�sak zcela nepou�ziteln�a v p�r��pad�e nekone�cn�ych
jazyk�u a probl�emy nast�avaj�� ji�z p�ri pokusu o popis rozs�ahl�ych kone�cn�ych jazyk�u.
Proto byly vyvinuty ur�cit�e form�aln�� modely, kter�e poskytuj�� kone�cn�e prost�redky
pro popis obecn�e nekone�cn�ych jazyk�u. Tyto modely m�u�zeme rozd�elit do dvou
z�akladn��ch skupin | gramatiky a automaty. My se v tomto projektu zam�e�r��me
pr�av�e na automaty.

2.3 Chomsk�eho hierarchie jazyk�u
V roce 1956 rozd�elil americk�y jazykov�edec Avram Noam Chomsky jazyky do hi-
erarchie podle tvar�u p�repisovac��ch pravidel gramatik, kter�ymi mohou b�yt gene-
rov�any. Tato hierarchie byla jedn��m z nejv�yznamn�ej�s��ch objev�u dvac�at�eho stolet��
v oblasti teorie form�aln��ch jazyk�u a dosud nese jeho jm�eno. P�resto�ze se postu-
pem �casu objevily dal�s�� form�aln�� modely, kter�e sv�ymi vyjad�rovac��mi schopnostmi
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zasahuj�� p�res n�ekolik t�r��d jazyk�u Chomsk�eho hierarchie (tedy jsou schopny po-
psat z ka�zd�e skupiny pouze n�ekter�e jazyky), jedn�a se st�ale o jedno ze z�akladn��ch
�clen�en�� jazyk�u a t�r��dy jazyk�u t�eto hierarchie b�yvaj�� srovn�av�any v mnoha d�ukazech
ekvivalence t�r��d jazyk�u de�novan�ych jin�ymi form�aln��mi modely. Proto�ze je tento
dokument zam�e�ren hlavn�e na automaty jako prost�redky pro popis form�aln��ch ja-
zyk�u, popi�sme si jednotliv�e t�r��dy jazyk�u Chomsk�eho hierarchie pouze neform�aln�e.

� jazyky typu 0 | zahrnuj�� v�sechny jazyky s gramatick�ym z�akladem; v�sechny
tyto jazyky jsou p�rij��m�any Turingov�ymi stroji a jsou zn�am�e takt�e�z pod
ozna�cen��m rekurz��vn�e vy�c��sliteln�e jazyky

� jazyky typu 1 | zn�am�e t�e�z pod ozna�cen��m kontextov�e jazyky ; v�sechny tyto
jazyky jsou p�rij��m�any line�arn�e ohrani�cen�ymi nedeterministick�ymi Turin-
gov�ymi stroji

� jazyky typu 2 | ozna�cov�any t�e�z jako bezkontextov�e jazyky ; tyto jazyky
jsou p�rij��m�any nedeterministick�ymi z�asobn��kov�ymi automaty (viz d�ale) a
p�redstavuj�� ur�cit�y teoretick�y z�aklad syntaxe mnoha programovac��ch jazyk�u

� jazyky typu 3 | ozna�cov�any v�et�sinou jako regul�arn�� jazyky, kter�e jsou
p�rij��m�any kone�cn�ymi automaty (viz d�ale)

Jednotliv�e t�r��dy jsou vz�ajemn�e v�az�any ostrou inkluz��. Ozna�c��me-li symboly
RE, CS, CF a REG postupn�e t�r��du rekurz��vn�e vy�c��sliteln�ych, kontextov�ych,
bezkontextov�ych a regul�arn��ch jazyk�u, potom plat�� REG�CF�CS�RE.

2.4 Grupy a voln�e grupy
V t�eto �c�asti uvedeme velmi stru�cn�e de�nici grupy a jej�� zobecn�en�e varianty |
voln�e grupy (zejm�ena s ohledem na na�se dal�s�� pou�zit�� v kapitole 5). Teorie grup
tvo�r�� samostatnou algebraickou discipl��nu a je velmi obs�ahl�a. My si zde proto
uvedeme opravdu jen to nejd�ule�zit�ej�s��, co budeme v dal�s��ch �c�astech tohoto do-
kumentu pot�rebovat.
De�nice 2.4 Necht' V je mno�zina. Strukturu (V; �; e) nazveme grupou, jestli�ze

� � : V � V ! V je bin�arn�� asociativn�� oper�ator (uzav�ren�y na V )
� existuje unik�atn�� prvek e 2 V takov�y, �ze e � a = a � e = a pro ka�zd�e a 2 V
� pro ka�zd�e a 2 V existuje a 2 V takov�e, �ze a � a = a � a = e;

De�nice 2.5 Necht' V je abeceda a necht' � je bin�arn�� asociativn�� oper�ator
konkatenace. Strukturu (V �; �; ") nazveme volnou grupou generovanou mno�zinou
V a operac�� konkatenace, jestli�ze

� pro ka�zd�e dva �ret�ezce x; y 2 V � plat�� x � y 2 V �
� existuje unik�atn�� �ret�ezec " zvan�y pr�azdn�y, kter�y je neutr�aln��m prvkem t�eto
struktury (tj. pro ka�zd�y �ret�ezec x 2 V � plat�� x � " = " � x = x)

� pro ka�zd�y �ret�ezec tvaru x = x1x2 : : : xn 2 V �, n � 0 existuje x = xn : : : x2x1zvan�y inverzn�� takov�y, �ze plat�� x � x = x � x = "
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3 Kone�cn�e a z�asobn��kov�e automaty
Automaty, ch�apan�e jako form�aln�� modely v�ypo�ctu nebo jako akceptory jazyk�u,
lze rozd�elit do n�asleduj��c��ch t�r��d.
1. Kone�cn�e automaty
2. Z�asobn��kov�e automaty
3. Turingovy stroje
My se v tomto dokumentu zam�e�r��me na kone�cn�e a z�asobn��kov�e automaty. V

t�eto kapitole si uvedeme jejich z�akladn�� de�nici. V dal�s�� kapitole potom uk�a�zeme,
jak vhodn�ym roz�s���ren��m z�akladn��ch model�u m�u�zeme v�yrazn�e zv�y�sit jejich ak-
cepta�cn�� schopnosti. Poznamenejme, �ze d�ale se ji�z automaty nebudeme zab�yvat
ve smyslu model�u v�ypo�ctu, ale ve smyslu akceptor�u jazyk�u.

3.1 Kone�cn�e automaty
Kone�cn�y automat je nejslab�s�� form�aln�� model z v�y�se uveden�e skupiny. Jak jsme ji�z
uvedli v�y�se, kone�cn�e automaty de�nuj�� pouze t�r��du regul�arn��ch jazyk�u. Uved'me
si nyn�� jeho form�aln�� de�nici.
De�nice 3.1 Kone�cn�y automat je p�etice, M = (Q;�; R; q0; F ), kde

� Q je kone�cn�a mno�zina vnit�rn��ch stav�u
� � je kone�cn�a vstupn�� abeceda
� R je kone�cn�a mno�zina pravidel tvaru pa! q, kde p; q 2 Q, a 2 �; v p�r��pad�e,
�ze plat�� a 2 �[f"g, naz�yv�a se kone�cn�y automat roz�s���ren�y ; pokud nav��c pro
ka�zd�y symbol a 2 � plat��, �ze existuje pro ka�zd�y stav q 2 Q nejv�y�se jedno
pravidlo qa ! p, pro n�ejak�e p 2 Q, naz�yv�a se takov�yto kone�cn�y automat
deterministick�y

� q0 2 Q je po�c�ate�cn�� stav
� F � Q je mno�zina koncov�ych stav�u

Kon�gurac�� kone�cn�eho automatu M rozum��me �ret�ezec qx, kde q 2 Q a x 2 ��.
Pokud qax a px jsou dv�e kon�gurace a qa ! p 2 R, pak automat M prov�ad��
p�rechod z kon�gurace qax do kon�gurace px podle pravidla qa! p a p���seme

qax ` px[qa! p]
nebo stru�cn�eji qax ` px. Symbol ` ozna�cuje relaci p�rechodu mezi jednotliv�ymi
kon�guracemi. Symboly `n, `+ a `� ozna�cuj�� postupn�e posloupnost p�rechod�u
d�elky n, n � 0, tranzitivn�� uz�av�er a reexivn��-tranzitivn�� uz�av�er relace p�rechodu
`.

Jazyk p�rij��man�y automatem M je de�nov�an jako
L(M) = fwjw 2 �� ^ q0w `� f ^ f 2 Fg

Poznamenejme na z�av�er tohoto odstavce, �ze deterministick�e kone�cn�e auto-
maty maj�� stejnou vyjad�rovac�� schopnost jako nedeterministick�e, tedy de�nuj��
rovn�e�z t�r��du regul�arn��ch jazyk�u. �Clen�en�� z tohoto hlediska v�sak pro n�as nen��
podstatn�e a proto se j��m nebudeme zab�yvat.
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3.2 Z�asobn��kov�e automaty
Z�asobn��kov�y automat (pushdown automaton, PDA) sv�ym zp�usobem p�redstavuje
ur�cit�e roz�s���ren�� kone�cn�eho automatu v tom smyslu, �ze obsahuje z�asobn��k jako
vn�ej�s�� pam�et' teoreticky neomezen�e velikosti. Jeho generativn�� s��la je v Chomsk�eho
hierarchii o stupe�n v�y�se | jak jsme ji�z uvedli d�r��ve, nedeterministick�e z�asobn��kov�e
automaty de�nuj�� t�r��du bezkontextov�ych jazyk�u. Na rozd��l od kone�cn�ych auto-
mat�u, deterministick�e z�asobn��kov�e automaty maj�� ni�z�s�� vyjad�rovac�� schopnost ne�z
nedeterministick�e. Ozna�c��me-li PDA(NED) t�r��du jazyk�u p�rij��man�ych nedeter-
ministick�ymi z�asobn��kov�ymi automaty a PDA(DET ) t�r��du jazyk�u p�rij��man�ych
deterministick�ymi z�asobn��kov�ymi automaty, pak plat��

REG � PDA(DET ) � PDA(NED) = CF
Pokud budeme v dal�s��ch �c�astech hovo�rit o z�asobn��kov�em automatu (nebo jeho
modi�kaci), budeme m��t v�zdy na mysli nedeterministickou variantu. Uved'me si
nyn�� form�aln�� de�nici.
De�nice 3.2 Z�asobn��kov�y automat je n-tice M = (Q;�I ;�PD; R; Z; q0; F ),kde

� Q je kone�cn�a mno�zina stav�u
� �I je kone�cn�a vstupn�� abeceda
� �PD je kone�cn�a z�asobn��kov�a abeceda
� R je kone�cn�a mno�zina pravidel tvaru Apa ! wq, kde A 2 �PD, p; q 2 Q,
a 2 �I [ f"g, and w 2 ��PD

� Z 2 �PD je po�c�ate�cn�� symbol z�asobn��ku
� q0 2 Q je po�c�ate�cn�� stav
� F � Q je mno�zina koncov�ych stav�u

Kon�gurac�� z�asobn��kov�eho automatu M rozum��me �ret�ezec yqx, kde q 2 Q, y 2
��PD a x 2 ��I . Pokud uAqav a uwpv jsou dv�e kon�gurace a Aqa ! wp 2 R,
pak automatM prov�ad�� p�rechod z kon�gurace uAqav do kon�gurace uwpv podle
pravidla Aqa! wp a p���seme

uAqav ` uwpv[Aqa! wp]
nebo stru�cn�eji uAqav ` uwpv. Symboly `n, `+ a `� ozna�cuj�� postupn�e posloup-
nost p�rechod�u d�elky n, n � 0, tranzitivn�� uz�av�er a reexivn��-tranzitivn�� uz�av�er
relace p�rechodu `.

Jazyk p�rij��man�y automatem M m�u�ze b�yt de�nov�an t�remi zp�usoby:
a) p�rechodem do koncov�eho stavu: L(Mf ) = fwjw 2 ��I ^ Zq0w `� rf; where

f 2 F; r 2 ��PDg
b) s vypr�azdn�en��m z�asobn��ku: L(Me) = fwjw 2 ��I ^Zq0w `� p; where p 2 Qg
c) p�rechodem do koncov�eho stavu a s vypr�azdn�en��m z�asobn��ku: L(Mfe) =

fwjw 2 ��I ^ Zq0w `� f; where f 2 Fg
Klasick�e kone�cn�e a z�asobn��kov�e automaty jsou v teorii form�aln��ch jazyk�u

v�seobecn�e zn�am�e a tvo�r�� v�yznamn�y form�aln�� z�aklad pro nes�cetn�e mno�zstv�� prak-
tick�ych aplikac�� (zejm�ena v oblasti lexik�aln�� a syntaktick�e anal�yzy). V dal�s��ch
�c�astech si ale uk�a�zeme n�ekter�e dal�s�� prost�redky, jak�ymi m�u�zeme schopnosti kone�c-
n�ych a z�asobn��kov�ych automat�u vylep�sit.
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4 Kone�cn�e automaty nad grupami
N�apl�n t�eto kapitoly je �cerp�ana z [4] a [5].

Necht' K = (M; �; e) je grupa s b�azovou mno�zinou M , bin�arn�� operac�� � a
neutr�aln��m prvkem e.
De�nice 4.1 Roz�s���ren�y kone�cn�y automat (extended �nite automaton, EFA)
nad grupou K je �sestice A = (Q;�;K; R; q0; F ), kde

� Q, �, q0, F maj�� stejn�y v�yznam jako v p�r��pad�e b�e�zn�eho kone�cn�eho auto-
matu, tedy kone�cn�a mno�zina stav�u, kone�cn�a vstupn�� abeceda, po�c�ate�cn��
stav a mno�zina koncov�ych stav�u (v tomto po�rad��)

� R : Q� (� [ f"g)! Pf (Q�M)
Takto de�novan�y automat m�u�zeme pova�zovat za b�e�zn�y kone�cn�y automat,

kter�y m�a nav��c registr pro uchov�an�� libovoln�eho prvku z M . Relace (q;m) 2
R(s; a), kde q; s 2 Q, a 2 � [ f"g, m 2 M znamen�a, �ze automat A zm�en�� sv�uj
sou�casn�y stav s na stav q, p�re�cte ze vstupn�� p�asky symbol a a do registru ulo�z��
hodnotu x �m, kde x je star�y obsah registru. Startovac�� hodnota registru je e.

Kon�gurac�� takov�ehoto automatu rozum��me trojici (q; u;m), kde q 2 Q, u 2
�� a m 2M . Necht' potom (q; aw;m) a (s; w;m�r) jsou dv�e kon�gurace, r 2M ,
a necht' (s; r) 2 R(q; a). Pak p���seme

(q; aw;m) ` (s; w;m � r)
a �r��k�ame, �ze automat A prov�ad�� krok (p�rechod) z kon�gurace (q; aw;m) do kon-
�gurace (s; w;m � r) podle (s; r) 2 R(q; a).

My se d�ale zam�e�r��me na roz�s���ren�e kone�cn�e automaty nad voln�ymi grupami.
P�ripome�nme, �ze pro ka�zdou (ne-abelovskou) grupu K existuje homomor�smus
z voln�e grupy do K. Volnou grupu generovanou n�ejakou nepr�azdnou spo�cetnou
mno�zinou M ozna�c��me F(M). Grupu s n gener�atory potom ozna�c��me jako Fn.D�ale ozna�cme L(EFA(Fn)) t�r��du jazyk�u p�rij��man�ych roz�s���ren�ymi kone�cn�ymi
automaty nad voln�ymi grupami s n gener�atory.

P�ripome�nme z [7] de�nici aditivn�� valen�cn�� gramatiky (additive valence gram-
mar), kter�a generuje jazyk podobn�ym zp�usobem jako je de�nov�an jazyk p�rij��man�y
v�y�se popsan�ym roz�s���ren�ym kone�cn�ym automatem. Aditivn�� valen�cn�� gramatika
je p�etice, G = (N;T; P; S; v), kde (N;T; P; S) je b�e�zn�a gramatika Chomsk�eho
hierarchie a v je zobrazen�� z P do mno�ziny cel�ych �c��sel. Jazyk generovan�y gra-
matikou G je tvo�ren v�semi �ret�ezce nad termin�aln�� abecedou T takov�ymi, kter�e
byly vygenerov�any posloupnost�� pravidel p1, p2,: : :, pn 2 P a z�arove�n v(p1) +
v(p2) + : : :+ v(pn) = 0. Proto�ze F1 a aditivn�� grupa cel�ych �c��sel jsou isomorfn��,
potom ka�zd�y jazyk generovan�y n�ejakou regul�arn�� gramatikou s aditivn�� valenc��
je obsa�zen v L(EFA(F1)) a naopak.

4.1 Nov�a charakterizace bezkontextov�ych jazyk�u
V p�redchoz��ch kapitol�ach jsme si ji�z de�novali v�se pot�rebn�e pro to, abychom
mohli uv�est v�yznamn�y v�ysledek t�eto kapitoly p�revzat�y z [5].
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V�eta 4.1 CF= L(EFA(F2))
Jin�ymi slovy tento matematick�y z�apis �r��k�a, �ze ka�zd�y bezkontextov�y jazyk m�u�ze
b�yt p�rij��m�an roz�s���ren�ym z�asobn��kov�ym automatem nad volnou grupou se dv�ema
gener�atory. Uved'me si alespo�n n�astin d�ukazu t�eto v�ety, kter�y bude sest�avat ze
dvou �c�ast��.

Prvn�� �c�ast dokazuje inkluziCF � L(EFA(F2)), tedy skute�cnost, �ze t�r��da bez-kontextov�ych jazyk�u je obsa�zena v t�r��d�e jazyk�u p�rij��man�ych roz�s���ren�ymi kone�cn�y-
mi automaty nad voln�ymi grupami s dv�ema gener�atory.
Proof

Necht' L je bezkontextov�y jazyk p�rij��man�y n�ejak�ym z�asobn��kov�ym automatem
P = (Q;V;�; R; Z; q0; F ) koncov�ym stavem a vypr�azdn�en��m z�asobn��ku, kde � =
fX1; X2; : : : ; Xng, X1 = Z. Bez ztr�aty obecnosti d�ale m�u�zeme p�redpokl�adat, �ze
pro libovoln�y koncov�y stav ji�z nen�� de�nov�an �z�adn�y p�rechod. Polo�zme M =
fc1; c2; : : : ; cng a zaved'm�e zobrazen�� � : � ! F(M) jako �(Xi) = ci, 1 � n.
Nyn�� konstruujme roz�s���ren�y kone�cn�y automat nad volnou grupou F(M), A =
(Q [ fs0g; V;F(M); f; s0; F ), kde

f(s0; ") = f(q0; c1)g
a
f(q; a) = [

X2�
f(p; (�(X))�1�(Ym) : : : �(Y2)�(Y1))jXqa! Y1Y2 : : : Ymp 2 Rg[

[
X2�

f(p; (�(X))�1jXqa! p 2 Rg
pro v�sechna a 2 V [ f"g a q 2 Q. Matematickou indukc�� pak lze uk�azat, �ze
R1R2 : : : Rmqxy `n R01R02 : : : R0sq0y v P pr�av�e kdy�z

(q; xy; �(Rm)�(Rm�1) : : : �(R1)) `n (q0; y; �(R0s)�(R0s�1) : : : �(R01))
v A. Oba automaty pak jsou v ka�zd�em kroku ve stejn�em stavu a neutr�aln�� pr-
vek voln�e grupy se v registru automatu A objev�� pr�av�e v okam�ziku, kdy�z se
vypr�azdn�� z�asobn��k automatu P . Jazyky generovan�e automatem A a automatem
PDA jsou tedy shodn�e. Proto�ze ka�zd�a voln�a grupa je z�arove�n podgrupou bin�arn��
voln�e grupy, je d�ukaz hotov�y. �

D�ukaz inkluze L(EFA(F2)) �CF uved'me ji�z pouze stru�cn�e. V tomto p�r��pad�e
budeme na po�c�atku uva�zovat libovoln�y roz�s���ren�y kone�cn�y automat nad volnou
grupou s dv�ema gener�atory. Po konstrukci vhodn�e prav�e line�arn�� gramatiky d�ale
de�nujeme tzv. sm�e�sovac�� operaci (shu�e operation) o rekurz��vn�e takto:

(u o ") = (" o u) = fug
a

(au o bw) = a(u o bv) [ b(au o v)
kde u; v jsou �ret�ezce a a; b symboly. P�rirozen�e roz�s���ren�� t�eto operace na jazyky
provedeme jako

L1 o L2 = [
u2L1;v2L2

(u o v)
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S vyu�zit��m Dykova jazyka (Dyck language) �r�adu 2 (viz strana 603 v [3]) a vlast-
nost�� uz�av�eru rodiny bezkontextov�ych jazyk�u dok�a�zeme, �ze L(A) je skute�cn�e
bezkontextov�y. P�r��padn�e z�ajemce odkazujeme na [5], kde je d�ukaz kompletn��. �
Ji�z bez d�ukazu si uved'me jak�ysi souhrn t�eto �c�asti, kter�y je p�revzat rovn�e�z z
[5].
V�eta 4.2 REG = L(EFA(F0)) � L(EFA(F1)) � L(EFA(F2)) = CF
Zmi�nme se stru�cn�e i o deterministick�ych kone�cn�ych automatech nad voln�ymi gru-
pami. Je v�seobecn�e zn�amo, �ze b�e�zn�e deterministick�e a nedeterministick�e kone�cn�e
automaty maj�� stejnou vyjad�rovac�� schopnost. Z tohoto pohledu je v�sak p�rekvapu-
j��c��, �ze deterministick�e kone�cn�e automaty nad voln�ymi grupami maj�� men�s�� vy-
jad�rovac�� s��lu ne�z jejich nedeterministick�e varianty. Pod��vame-li se v�sak na tuto
problematiku ze strany bezkontextov�ych jazyk�u, jejich�z form�aln��mi modely jsou
i z�asobn��kov�e automaty, jedn�a se vlastn�e o p�rirozenou vlastnost, nebot' deter-
ministick�e z�asobn��kov�e automaty jsou takt�e�z slab�s�� ne�z jejich nedeterministick�e
varianty. V��ce o t�eto problematice lze op�et naj��t v [5].

4.2 Diskuse ke kone�cn�ym automat�um
V t�eto kapitole jsme si demonstrovali n�ekter�e dal�s�� modi�kace b�e�zn�ych kone�cn�ych
automat�u. Vid��me, �ze jejich vhodn�ym roz�s���ren��m jsme schopni do ur�cit�e m��ry
zv�y�sit jejich vyjad�rovac�� schopnosti. Nejsme tedy omezeni pouze t�r��dou regul�arn��ch
jazyk�u.

V n�asleduj��c�� kapitole se budeme pro zm�enu zab�yvat z�asobn��kov�ymi automaty
a uk�a�zeme, �ze podobn�y p�r��stup je aplikovateln�y i v t�eto oblasti.
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5 Oboustrann�e z�asobn��kov�e automaty nad
voln�ymi grupami
Mno�zina v�sech �ret�ezc�u nad ur�citou abecedou je obvykle vyj�ad�rena voln�ym mo-
noidem generovan�ym symboly t�eto abecedy a operac�� konkatenace. Neutr�aln��m
prvkem je pak pr�azdn�y �ret�ezec ". Nad mno�zinou v�sech �ret�ezc�u jsou de�nov�any re-
lace p�r��m�e derivace a dal�s�� souvisej��c�� operace. My v�sak voln�e monoidy �c�aste�cn�e
opust��me. Ka�zd�y prvek p�uvodn�� abecedy roz�s���r��me o jeho inverzn�� variantu a
mno�zinu v�sech �ret�ezc�u nad nov�e vzniklou abecedou budeme de�novat pomoc��
voln�e grupy generovan�e touto abecedou a operac�� konkatenace. Krom�e neutr�aln��ho
prvku " z��sk�ame i inverzn�� �ret�ezce. Konkatenac�� ka�zd�eho �ret�ezce s jeho inverzn��
variantou pak z��sk�ame pr�av�e pr�azdn�y �ret�ezec " (viz de�nice 2.4 a 2.5). Tato ka-
pitola je ispirov�ana �cl�ankem [6]. Zav�ad�� v�sak zcela nov�y p�r��stup, zjednodu�suje
konstrukci pravidel automatu a zpr�uhled�nuje d�ukaz.

5.1 Frontov�e gramatiky
Pro de�nici a konstrukci oboustrann�ych z�asobn��kov�ych automat�u nad voln�ymi
grupami vyu�zijeme tzv. frontov�e gramatiky (viz t�e�z [8]).
De�nice 5.1 Frontov�a gramatika je �sestice G = (V; T;W;F; s; P ), kde

� V a W jsou dv�e kone�cn�e abecedy, pro kter�e plat�� V \W = ?
� T � V , F �W
� s 2 (V � T )(W � F ) je axiom
� P � V � (W � F )� V � �W je kone�cn�a relace takov�a, �ze pro ka�zd�e a 2 V
existuje prvek (a; b; x; c) 2 P .

Jestli�ze u; v 2 V �W jsou �ret�ezce tvaru u = arb, v = rxc, kde a 2 V , r; x 2 V �,
b; c 2W a (a; b; x; c) 2 P , pak �r��k�ame, �ze u p�r��mo derivuje v ve frontov�e gramatice
G podle pravidla (a; b; x; c). P���seme

arb) rxc[(a; b; x; c)]
Symboly )n, )� a )+ ozna�cuj�� postupn�e derivaci d�elky n, n � 0, tranzitivn��
uz�av�er a reexivn��-tranzitivn�� uz�av�er relace p�r��m�e derivace `.
Jazyk generovan�y frontovou gramatikou G, je de�nov�an jako L(G) = fw 2
T �js)� wf; kde f 2 Fg.
De�nice 5.2 Lev�e roz�s���ren�a frontov�a gramatika (viz t�e�z [9]) je �sestice G =
(V; T;W;F; s; P ), kde V; T;W;F a s maj�� stejn�y v�yznam jako v p�r��pad�e b�e�zn�e
frontov�e gramatiky a P � V � (W � F ) � V � �W je kone�cn�a relace (pozna-
menejme, �ze tato de�nice nevy�zaduje, aby pro ka�zd�e a 2 V existovalo n�ejak�e
pravidlo (a; b; x; c) 2 P ). Krom�e toho p�redpokl�adejme, �ze # 62 (V [W ). Jestli�ze
u; v 2 V �f#gV �W jsou �ret�ezce tvaru u = w#arb, v = wa#rxc, kde a 2 V ,
r; x; w 2 V �, b; c 2W a (a; b; x; c) 2 P , potom p���seme

w#arb) wa#rxc[(a; b; x; c)]

12



Symboly )n, )� a )+ ozna�cuj�� postupn�e derivaci d�elky n, n � 0, tranzitivn��
uz�av�er a reexivn��-tranzitivn�� uz�av�er relace p�r��m�e derivace `.
Jazyk generovan�y lev�e roz�s���renou frontovou gramatikou G je de�nov�an jako
L(G) = fy 2 T �j#s)� w#yf pro n�ejak�e w 2 V � a f 2 Fg.
Ozna�cmeQG t�r��du jazyk�u generovan�ych frontov�ymi gramatikami. Plat�� n�asledu-
j��c�� v�eta.
V�eta 5.1 QG = RE. D�ukaz je mo�zn�e nal�ezt v [8].
N�asleduj��c�� pomocn�a v�eta bude vyu�zita p�ri konstrukci oboustrann�eho z�asobn��ko-
v�eho automatu nad volnou grupou.
Lemma 5.2 Pro ka�zd�y rekurz��vn�e vy�c��sliteln�y jazyk L existuje lev�e roz�s���ren�a
frontov�a gramatika G takov�a, �ze L = L(G) a pro ka�zd�e pravidlo (a; b; x; c) 2 P
plat�� a 2 (V � T ), b 2 (W � F ) a x 2 ((V � T )� [ T �). D�ukaz viz [3].

5.2 Oboustrann�e z�asobn��kov�e automaty nad voln�ymi
grupami
De�nice 5.3 Oboustrann�y z�asobn��kov�y automat nad volnou grupou je n-tice
M = (Q;T; Z;R; z; ZL; ZR; FM ), kde

� Q je kone�cn�a mno�zina stav�u
� T je kone�cn�a vstupn�� abeceda
� Z je kone�cn�a z�asobn��kov�a abeceda
� R je kone�cn�a mno�zina pravidel tvaru Z1jZ2px ! 1j2q, kde Z1; Z2 2
Z, 1; 2 2 Z�, x 2 T � a p; q 2 Q; poznamenejme, �ze takov�yto automat
m�u�ze na�c��tat v jednom v�ypo�cetn��m kroku v��ce ne�z jeden vstupn�� symbol
(transformace na klasick�y automat �ctouc�� nejv�y�se jeden symbol ze vstupu
je trivi�aln��)

� z je po�c�ate�cn�� stav
� ZL resp. ZR je po�c�ate�cn�� symbol l�ev�e resp. prav�e strany z�asobn��ku, ZL; ZR 2
Z

� FM � Q je mno�zina koncov�ych stav�u
Kon�gurac�� oboustrann�eho z�asobn��kov�eho automatu nad volnou grupou rozum��-
me �ret�ezec qw, kde q 2 Q,  2 Z� a w 2 T �. Pokud LRpxy a LRqy jsou
dv�e kon�gurace a LjRpx ! LjRq 2 R, kde x; y 2 T �, p; q 2 Q, L;R 2 Z
a L; ; R 2 Z�, pak automat M prov�ad�� p�rechod z kon�gurace LRpxy do
kon�gurace LRqy podle pravidla LjRpx! LjRq a p���seme

LRpxy ` LRqy[LjRpx! LjRq]
Relace `n, `+ a `� ozna�cuj�� posloupnost p�rechod�u d�elky n, n � 0, tranzitivn�� a
reexivn��-tranzitivn�� uz�av�er relace ` v tomto po�r�ad�� a jsou de�nov�any obvykl�ym
zp�usobem.
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Jazyk p�rij��man�y oboustrann�ym z�asobn��kov�ym automatem M je de�nov�an
jako L(M) = fwjw 2 T �; ZRZLzw `� "f , kde f 2 FMg. V�simn�eme si, �ze �ret�ezcevyskytuj��c�� se na oboustrann�em z�asobn��ku jsou tvo�reny volnou grupou genero-
vanou abecedou Z operac�� konkatenace. �Ret�ezec w je automatem p�rijat pouze
tehdy, pokud je beze zbytku na�cten, z�asobn��k je pr�azdn�y a automat se po pro-
veden�� posledn��ho kroku nach�az�� v n�ekter�em koncov�em stavu.
Nyn�� se ji�z dost�av�ame k hlavn��mu v�ysledku tohoto projektu. Ozna�cme 2PDA�
t�r��du jazyk�u p�rij��man�ych oboustrann�ymi z�asobn��kov�ymi automaty nad voln�ymi
grupami.
V�eta 5.3 2PDA� = RE
D�ukaz
Je dok�az�ano, �ze t�r��da jazyk�u generovan�ych frontov�ymi gramatikami (QG) je
toto�zn�a s t�r��dou rekurz��vn�e vy�c��sliteln�ych jazyk�u (RE). Sta�c�� tedy dok�azat, �ze
pro ka�zdou frontovou gramatiku G = (V; T;W;F; Sq0; P ) je mo�zn�e sestrojit obou-strann�y z�asobn��kov�y automat nad volnou grupouM = (Q;T; Z;R; z; ZL; ZR; FM )
takov�y, �ze L(G) = L(M). Bez ztr�aty obecnosti p�redpokl�adejme, �ze G spl�nuje
podm��nky popsan�e v Lemmatu 5.2.
Konstrukce Konstrukci oboustrann�eho z�asobn��kov�eho automatu nad volnou
grupou provedeme aplikac�� n�asleduj��c��ch krok�u:

� Q = ff; zg [ fhq; 1i; hq; 2ijq 2Wg
� Z = fZL; ZR; ZL; ZRg [ (V � T ) [N , kde N = fxjx 2 (V � T )g
� FM = ffg

Mno�zina pravidel R je zkonstruov�ana n�asleduj��c��m zp�usobem:
1) pro axiom Sq0 gramatiky G, kde S 2 (V � T ), q0 2 (W � F ), p�ridej

ZLjZRz ! ZLjSZRhq0; 1i do R
2) pro ka�zd�e (A; q; x; p) 2 P , kde A 2 (V � T ), p; q 2 (W � F ), x 2 (V � T )�,

p�ridej ZLjZRhq; 1i ! ZLAjxZRhp; 1i do R
3) pro ka�zd�e q 2W p�ridej ZLjZRhq; 1i ! ZLjZRhq; 2i do R
4) pro ka�zd�e (A; q; y; p) 2 P , kde A 2 (V � T ), p; q 2 (W � F ), y 2 T �, p�ridej

ZLjZRhq; 2iy ! ZLAjZRhp; 2i do R
5) pro ka�zd�e (A; q; y; t) 2 P , kde A 2 (V � T ), p 2 (W � F ), t 2 F , p�ridej

ZLjZRhq; 2iy ! Aj"f do R
Nyn�� je konstrukce hotova. Pro dal�s�� �c�asti d�ukazu zaved'me n�asleduj��c�� notaci.
Jestli�ze hq; 1i je aktu�aln�� stav automatu M , �r��k�ame, �ze M je v m�odu generov�an��
nontermin�al�u.

Podobn�e jestli�ze hq; 2i je aktu�aln�� stav automatu M , �r��k�ame, �ze M je v m�odu
�cten�� termin�al�u (pro n�ejak�e q 2W ).

Nyn�� mus��me dok�azat rovnost L(G) = L(M), tedy inkluze L(G) � L(M) a
L(M) � L(G). Nejprve dok�a�zeme prvn�� inkluzi, tedy L(G) � L(M). Proved'me
to postupnou demonstrac�� tvrzen��ch A, B a C.
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Tvrzen�� A Jestli�ze A1 : : : An#B1 : : : Bmu)i A1 : : : AnB1 : : : Bi#Bi+1 : : :
: : : Bmx1 : : : xip v G, potom ZLAn : : : A1A1 : : : AnB1 : : : BmZRhu; 1i! `i ZLBi : : :
: : : B1An : : : A1A1 : : : AnB1 : : : Bmx1 : : : xiZRhp; 1i! v M , kde A1; : : : ; An,
B1; : : : ; Bm 2 (V � T ), x1; : : : ; xi 2 (V � T )�, u; p 2 (W � F ), m � 1, n � 0,
! 2 T �, i < m.
Z�aklad indukce Necht' i = 0. Potom A1 : : : An#B1 : : : Bmu)0 A1 : : :
: : : An#B1 : : : Bmu vG. Je z�rejm�e, �ze ZLAn : : : A1A1 : : : AnB1 : : : BmZRhu; 1i! `0
ZLAn : : : A1A1 : : : AnB1 : : : BmZRhu; 1i! v M .
Induk�cn�� hypot�eza P�redpokl�adejme, �ze tvrzen�� A plat�� pro ka�zd�e i � l, kde l
je kladn�e cel�e �c��slo.
Induk�cn�� krok Uva�zujme libovolnou derivaci tvaru A1 : : : An#B1 : : : Bmu)l+1
A1 : : : AnB1 : : : BlBl+1#Bl+2 : : : Bmx1 : : : xlxl+1q a vyj�ad�reme ji p�resn�eji jakoA1 : : : An#B1 : : : Bmu)l A1 : : : AnB1 : : : Bl#Bl+1 : : : Bmx1 : : : xlp) A1 : : :
: : : AnB1 : : : BlBl+1#Bl+2 : : : Bmx1 : : : xlxl+1q v G, kde l + 2 � m.
Podle induk�cn�� hypot�ezy ZLAn : : : A1A1 : : : AnB1 : : : BmZRhu; 1i! `l ZLBl : : :: : : B1An : : : A1A1 : : : AnB1 : : : Bmx1 : : : xlZRhp; 1i! ` ZLBl+1Bl : : :: : : B1An : : : A1A1 : : : AnB1 : : : Bmx1 : : : xlxl+1ZRhq; 1i! vM . V P existuje pouze
jeden typ pravidel schopn�y prov�est derivaci A1 : : : AnB1 : : : Bl#Bl+1 : : : Bmx1 : : :
: : : xlp ) A1 : : : AnB1 : : : BlBl+1#Bl+2 : : : Bmx1 : : : xlxl+1q v G. Jsou to pravi-
dla tvaru (Bl+1; p; xl+1; q) 2 P , kde Bl+1 2 (V � T ), p; q 2 (W � F ) a xl+1 2(V � T )�. Podle druh�eho bodu konstrukce existuje v R pravidlo ZLjZRhp; 1i !
ZLBl+1jxl+1ZRhq; 1i, tak�ze ZLBl : : : B1An : : : A1A1 : : : AnB1 : : : Bmx1 : : :
: : : xlZRhp; 1i! ` ZLBl+1Bl : : : B1An : : : A1A1 : : : AnB1 : : : Bmx1 : : :
: : : xlxl+1ZRhq; 1i! v M a tvrzen�� A tedy plat��. �

Claim B Jestli�ze A1 : : : An#B1 : : : Bma1 : : : aku)i A1 : : : AnB1 : : :
: : : Bi#Bi+1 : : : Bma1 : : : akb1 : : : bip v G, potom ZLAn : : : A1A1 : : : AnB1 : : :
: : : BmZRhu; 2ib1 : : : bj `i ZLBi : : : B1An : : : A1A1 : : : AnB1 : : : BiBi+1 : : :
: : : BmZRhp; 2ibi+1 : : : bj v M , kde A1; : : : ; An; B1; : : : ; Bm 2 (V � T ), a1; : : : ; ak,b1; : : : ; bj 2 T �, u; p 2 (W � F ), i < m, i < j, k � 0.
Z�aklad indukce Necht' i = 0. Potom A1 : : : An#B1 : : : Bma1 : : : aku)0 A1 : : :
: : : An#B1 : : : Bma1 : : : aku v G. Je z�rejm�e, �ze tak�e ZLAn : : : A1A1 : : : AnB1 : : :
: : : BmZRhu; 2ib1 : : : bj `0 ZLAn : : : A1A1 : : : AnB1 : : : BmZRhu; 2ib1 : : : bj v M .
Induk�cn�� hypot�eza P�redpokl�adejme, �ze tvrzen�� B plat�� pro v�sechna i � l, kde
l je kladn�e cel�e �c��slo.
Induk�cn�� krok Uva�zujme libovolnou derivaci tvaru A1 : : : An#B1 : : : Bma1 : : :
: : : aku )l+1 A1 : : : AnB1 : : : BlBl+1#Bl+2 : : : Bma1 : : : akb1 : : : blbl+1q a vyj�ad�re-
me ji p�resn�eji jako A1 : : : An#B1 : : : Bma1 : : : aku)l A1 : : : AnB1 : : : Bl#Bl+1 : : :: : : Bma1 : : : akb1 : : : blp) A1 : : : AnB1 : : : BlBl+1#Bl+2 : : : Bma1 : : : akb1 : : :: : : blbl+1q v G, kde l + 2 � m, k � 0, i < j, l + 2 � j.
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Podle induk�cn�� hypot�ezy ZLAn : : : A1A1 : : : AnB1 : : : BmZRhu; 2ib1 : : : bj `l
ZLBl : : : B1An : : : A1A1 : : : AnB1 : : : BmZRhp; 2ibl+1 : : : bj `ZLBl+1Bl : : : B1An : : : A1A1 : : : AnB1 : : : BmZRhq; 2ibl+2 : : : bj v M .
V tomto p�r��pad�e existuje pouze jedna mo�znost jak m�u�ze G prov�est derivaci
A1 : : : AnB1 : : : Bl#Bl+1 : : : Bma1 : : : akb1 : : : blp) A1 : : : AnB1 : : :
: : : BlBl+1#Bl+2 : : : Bma1 : : : akb1 : : : blbl+1q, a to pomoc�� pravidla tvaru (Bl+1; p;bl+1; q) 2 P , kde Bl+1 2 (V � T ), p; q 2 (W � F ), bl+1 2 T �. Podle �ctvrt�eho
bodu konstrukce existuje v R pravidlo ZLjZRhp; 2ibl+1 ! ZLBl+1jZRhq; 2i, tak�zeZLBl : : : B1An : : : A1A1 : : : AnB1 : : : BmZRhp; 2ibl+1 : : : bj ` ZLBl+1Bl : : :: : : B1An : : : A1A1 : : : AnB1 : : : BmZRhq; 2ibl+2 : : : bj v M a tvrzen�� B plat��. �

Claim C Jestli�ze A1 : : : An�1#Anyq ) A1 : : : An�1An#yzt v G, kde A1; : : :
: : : ; An 2 (V � T ), y; z 2 T �, q 2 (W � F ), t 2 F , potom ZLAn�1 : : : A1A1 : : :
: : : AnZRhq; 2iz ` An : : : A1A1 : : : Anf = "f v M , kde f 2 FM .
Gramatika G prov�ad�� popsanou derivaci pomoc�� pravidla tvaru (An; q; z; t) 2 P ,
kde An 2 (V � T ), z 2 T �, q 2 (W � F ), t 2 F . Podle p�at�eho bodu konstrukce
existuje v R pravidlo ZLjZRhq; 2iz ! Anj"f , tak�ze odpov��daj��c�� krok popsan�y
tvrzen��m C se nepochybn�e v M vyskytuje. Tvrzen�� C tedy plat��. �

Dohromady tvrzen�� A, B a C dokazuj��, �ze skute�cn�e L(G) � L(M).
Abychom dok�azali opa�cnou inkluzi, tedy L(M) � L(G), demonstrujeme po-
stupn�e platnost tvrzen��ch D, E a F.
Claim D AutomatM p�rij��m�a ka�zd�y �ret�ezec w 2 L(M) n�asleduj��c��m zp�usobem.
ZLZRzw1w2 : : : wr `
ZLSZRhq0; 1iw1w2 : : : wr `
ZLSSX11X12 : : : X1n1ZRhq1; 1iw1w2 : : : wr `
ZLX11SSX11X12 : : : X1n1X21X22 : : : X2n2ZRhq2; 1iw1w2 : : : wr `
ZLX12X11SSX11X12 : : : X1n1X21X22 : : : X2n2X31X32 : : : X3n3ZRhq3; 1iw1w2 : : : wr `
: : :
: : :
: : :
ZLXkj : : : X12X11SSX11X12 : : : X1n1X21X22 : : : X2n2X31X32 : : : X3n3 : : :: : : Xm1 Xm2 : : : XmnmZRhqm; 1iw1w2 : : : wr `
ZLXkj : : : X12X11SSX11X12 : : : X1n1X21X22 : : : X2n2X31X32 : : : X3n3 : : :: : : Xm1 Xm2 : : : XmnmZRhqm; 2iw1w2 : : : wr `
ZLXkj+1Xkj : : : X12X11SSX11X12 : : : X1n1X21X22 : : :
: : : X2n2X31X32 : : : X3n3 : : : Xm1 Xm2 : : : XmnmZRhqm+1; 2iw2 : : : wr `
ZLXkj+2Xkj+1Xkj : : : X12X11SSX11X12 : : : X1n1X21X22 : : :
: : : X2n2X31X32 : : : X3n3 : : : Xm1 Xm2 : : : XmnmZRhqm+2; 2iw3 : : : wr `
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: : :
: : :
: : :
ZLXmnm�1 : : : : : : Xkj+2Xkj+1Xkj : : : X12X11SSX11X12 : : : X1n1X21X22 : : :
: : : X2n2X31X32 : : : X3n3 : : : Xm1 Xm2 : : : XmnmZRhqm+r�1; 2iwr `
XmnmXmnm�1 : : : : : : Xkj+2Xkj+1Xkj : : : X12X11SSX11X12 : : : X1n1X21X22 : : :
: : : X2n2X31X32 : : : X3n3 : : : Xm1 Xm2 : : : Xmnmf = "f
vM , kde w = w1w2 : : : wr, r � 1, w1; : : : ; wr 2 T �, q0; q1; : : : ; qm+r�1 2 (W �F ),
X11 ; : : : ; X1n1 ; X21 ; : : : ; X2n2 ; : : : ; Xm1 ; : : : ; Xmnm 2 (V � T ), n1; n2; : : : ; nm � 0, m �
1, 0 � k � m.
Proof of Claim D Nyn�� prozkoum�ame v�sechny kroky konstrukce mno�ziny au-
tomatov�ych pravidel R. Poznamenejme, �ze v ka�zd�em �usp�e�sn�em v�ypo�ctu automat
M pou�z��v�a v�zdy pravidla zkonstruovan�a v kroku b p�red t��m, ne�z pou�zije pravidla
zkonstruovan�a v kroku b+ 1, pro b = 1; : : : ; 4.

V prvn��m kroku aplikujeM pravidlo ZLjZRz ! ZLjSZRhq0; 1i zkonstruovan�ev �c�asti 1, kde Sq0 je axiom gramatiky G. Toto je jedin�y zp�usob, kter�ym m�u�ze
M prov�est p�rechod ZLZRzw1w2 : : : wr ` ZLSZRhq0; 1iw1w2 : : : wr. V�simn�eme si,�ze v ka�zd�em �usp�e�sn�em v�ypo�ctu automatu je toto pravidlo pou�zito pr�av�e jednou.
Pomoc�� n�ej se automat z�arove�n p�repne do m�odu generov�an�� nontermin�al�u.

V dal�s�� �c�asti v�ypo�ctu popsan�e sekvenc�� p�rechod�u
ZLSZRhq0; 1iw1w2 : : : wr `�

ZLXkj : : : X12X11SSX11X12 : : : X1n1X21X22 : : : X2n2X31X32 : : : X3n3 : : :: : : Xm1 Xm2 : : : XmnmZRhqm; 1iw1w2 : : : wr
pou�z��v�a M pravidla tvaru ZLjZRhq; 1i ! ZLAjxZRhp; 1i zkonstruovan�a v bodu
2, kde A 2 (V � T ), x 2 (V � T )�, p; q 2 (W � F ). Tato �c�ast v�ypo�ctu je
charakterizov�ana stavy automatu tvaru hq; 1i, q 2 (W � F ). Detailn�� d�ukaz t�eto
�c�asti je uveden v tvrzen�� E.

V kroku
ZLXkj : : : X12X11SSX11X12 : : : X1n1X21X22 : : : X2n2X31X32 : : : X3n3 : : :: : : Xm1 Xm2 : : : XmnmZRhqm; 1iw1w2 : : : wr `
ZLXkj : : : X12X11SSX11X12 : : : X1n1X21X22 : : : X2n2X31X32 : : : X3n3 : : :: : : Xm1 Xm2 : : : XmnmZRhqm; 2iw1w2 : : : wr
automat M p�repne pomoc�� pravidla tvaru ZLjZRhq; 1i ! ZLjZRhq; 2i zkonstru-ovan�eho v bodu 3 do m�odu �cten�� nontermin�al�u. Poznamenejme, �ze toto pravidlo
je b�ehem jednoho �usp�e�sn�eho v�ypo�ctu automatu pou�zito pr�av�e jednou. Proto�ze
je jeho aplikac�� zm�en�en aktu�aln�� stav automatu tvaru hq; 1i na stav tvaru hq; 2i,
q 2 (W � F ), nen�� ji�z �z�adn�a dal�s�� mo�znost pou�zit�� pravidel zkonstruovan�ych v
bodech 1 a�z 3.

V dal�s�� �c�asti v�ypo�ctu popsan�e sekvenc�� krok�u
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ZLXkj : : : X12X11SSX11X12 : : : X1n1X21X22 : : : X2n2X31X32 : : : X3n3 : : :: : : Xm1 Xm2 : : : XmnmZRhqm; 2iw1w2 : : : wr `�

ZLXmnm�1 : : : : : : Xkj+2Xkj+1Xkj : : : X12X11SSX11X12 : : : X1n1X21X22 : : :
: : : X2n2X31X32 : : : X3n3 : : : Xm1 Xm2 : : : XmnmZRhqm+r�1; 2iwr
pou�z��v�a M pravidla zkonstruovan�a v bodu 4 a postupn�e na�c��t�a vstupn�� �ret�ezec.
Podrobn�y d�ukaz t�eto �c�asti je uveden v tvrzen�� F.

Posledn��m krokem automat p�rejde do koncov�eho stavu f 2 FM pomoc��
n�ejak�eho pravidla tvaru ZLjZRhq; 2iy ! Aj"f zkonstruovan�eho v bodu 5, kde
q 2 (W � T ), y 2 T � a A 2 (V � T ). Pokud je oboustrann�y z�asobn��k po pro-
veden�� tohoto kroku pr�azdn�y (po aplikaci grupov�ych redukc��), pak byl vstupn��
�ret�ezec p�rijat. V opa�cn�em p�r��pad�e �ret�ezec p�rijat nen��, nebot' v mno�zin�e R nee-
xistuje �z�adn�e pravidlo obsahuj��c�� f 2 FM na sv�e lev�e stran�e. �

Claim E Jestli�ze ZLAn : : : A1A1 : : : AnB1 : : : BmZRhu; 1i! `i ZLBi : : :
: : : B1An : : : A1A1 : : : AnB1 : : : Bmx1 : : : xiZRhp; 1i! vM , potomA1 : : : An#B1 : : :
: : : Bmu)i A1 : : : AnB1 : : : Bi#Bi+1 : : : Bmx1 : : : xip v G, kde A1; : : : ; An; B1; : : :
: : : ; Bm 2 (V � T ), x1; : : : ; xi 2 (V � T )�, u; p 2 (W � F ), i < m.
Z�aklad indukce Necht' i = 0. Pak ZLAn : : : A1A1 : : : AnB1 : : : BmZRhu; 1i! `0
ZLAn : : : A1A1 : : : AnB1 : : : BmZRhu; 1i! v M . Rozhodn�e tak�e A1 : : : An#B1 : : :
: : : Bmu)0 A1 : : : An#B1 : : : Bmu v G.
Induk�cn�� hypot�eza P�redpokl�adejme, �ze tvrzen�� E plat�� pro v�sechna i � l, kde
l je kladn�e cel�e �c��slo.
Induk�cn�� krok Uva�zujme libovolnou posloupnost krok�u tvaru ZLAn : : : A1A1 : : :
: : : AnB1 : : : BmZRhu; 1i! `l+1 ZLBl+1Bl : : : B1An : : : A1A1 : : : AnB1 : : : Bmx1 : : :
: : : xlxl+1ZRhq; 1i! a vyj�ad�reme ji p�resn�eji jako ZLAn : : : A1A1 : : : AnB1 : : :
: : : BmZRhu; 1i! `l ZLBl : : : B1An : : : A1A1 : : : AnB1 : : : Bmx1 : : : xlZRhp; 1i! `
ZLBl+1Bl : : : B1An : : : A1A1 : : : AnB1 : : : Bmx1 : : : xlxl+1ZRhq; 1i! v M , kde q 2
(W � F ), l + 2 � m.
Podle induk�cn�� hypot�ezy A1 : : : An#B1 : : : Bmu )l A1 : : : AnB1 : : : Bl#Bl+1 : : :: : : Bmx1 : : : xlp) A1 : : : AnB1 : : : BlBl+1#Bl+2 : : : Bmx1 : : : xlxl+1q vG. V mno-
�zin�e R je pouze jeden typ pravidel schopn�ych prov�est posloupnost krok�u ZLBl : : :: : : B1An : : : A1A1 : : : AnB1 : : : Bmx1 : : : xlZRhp; 1i! ` ZLBl+1Bl : : : B1An : : :
: : : A1A1 : : : AnB1 : : : Bmx1 : : : xlxl+1ZRhq; 1i! v M . Jsou to pravidla tvaru
ZLjZRhp; 1i ! ZLBl+1jxl+1ZRhq; 1i 2 R. Podle konstrukce v�sak existuje v G
pravidlo tvaru (Bl+1; p; xl+1; q) 2 P , tak�ze rovn�e�z A1 : : : An#B1 : : : Bmu )l
A1 : : : AnB1 : : : Bl#Bl+1 : : : Bmx1 : : : xlp) A1 : : : AnB1 : : : BlBl+1#Bl+2 : : :: : : Bmx1 : : : xlxl+1q v G a tvrzen�� E plat��. �

Claim F Jestli�ze ZLAn : : : A1A1 : : : AnB1 : : : BmZRhu; 2ib1 : : : bj `i ZLBi : : :
: : : B1An : : : A1A1 : : : AnB1 : : : BiBi+1 : : : BmZRhp; 2ibi+1 : : : bj vM , potomA1 : : :
: : : An#B1 : : : Bma1 : : : aku)i A1 : : : AnB1 : : : Bi#Bi+1 : : : Bma1 : : : akb1 : : : bip vG, kde A1; : : : ; An; B1; : : : ; Bm 2 V � T , a1; : : : ; ak; b1; : : : ; bj 2 T � a C;D 2
W � F , i < m.
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Z�aklad indukce Necht' i = 0. Pak ZLAn : : : A1A1 : : : AnB1 : : : BmZRhu; 2ib1 : : : bj `0
ZLAn : : : A1A1 : : : AnB1 : : : BmZRhu; 2ib1 : : : bj vM . Je z�rejm�e, �zeA1 : : : An#B1 : : :
: : : Bma1 : : : aku)0 A1 : : : An#B1 : : : Bma1 : : : aku v G.
Induk�cn�� hypot�eza P�redpokl�adejme, �ze tvrzen�� F plat�� pro v�sechna i � l, kde
l je kladn�e cel�e �c��slo.
Induk�cn�� krok Uva�zujme libovolnou posloupnost krok�u tvaru ZLAn : : : A1A1 : : :
: : : AnB1 : : : BmZRhu; 2ib1 : : : bj `l+1 ZLBl+1Bl : : : B1An : : : A1A1 : : :
: : : AnB1 : : : BmZRhq; 2ibl+2 : : : bj a vyj�ad�reme ji p�resn�eji jako ZLAn : : :
: : : A1A1 : : : AnB1 : : : BmZRhu; 2ib1 : : : bj `l ZLBl : : : B1An : : : A1A1 : : :
: : : AnB1 : : : BmZRhp; 2ibl+1 : : : bj ` ZLBl+1Bl : : : B1An : : : A1A1 : : : AnB1 : : :
: : : BmZRhq; 2ibl+2 : : : bj v M , kde l + 2 � j.
Podle induk�cn�� hypot�ezy A1 : : : An#B1 : : : Bma1 : : : aku)l A1 : : : AnB1 : : :
: : : Bl#Bl+1 : : : Bma1 : : : akb1 : : : blp) A1 : : : AnB1 : : : BlBl+1#Bl+2 : : :: : : Bma1 : : : akb1 : : : blbl+1q v G, kde l + 2 � m.
V tomto p�r��pad�e existuje pouze jeden zp�usob jak m�u�ze M prov�est krok ZLBl : : :: : : B1An : : : A1A1 : : : AnB1 : : : BmZRhp; 2ibl+1 : : : bj ` ZLBl+1Bl : : : B1An : : :
: : : A1A1 : : : AnB1 : : : BmZRhq; 2ibl+2 : : : bj a sice pomoc�� n�ejak�eho pravidla tvaruZLjZRhp; 2ibl+1 ! ZLBl+1jZRhq; 2i 2 R. Podle konstrukce obsahuje P pravidlo
tvaru (Bl+1; p; bl+1; q), kde Bl+1 2 (V � T ), p; q 2 (W � F ), bl+1 2 T �, tak�ze
A1 : : : AnB1 : : : Bl#Bl+1 : : : Bma1 : : : akb1 : : : blp) A1 : : : AnB1 : : : BlBl+1#Bl+2 : : : Bma1 : : : akb1 : : : blbl+1q v G a tvrzen�� F tedy plat��. �

Tvrzen�� D, E a F dokazuj��, �ze skute�cn�e L(M) � L(G). Celkov�e potom L(G) =
L(M), �c��m�z je v�eta dok�az�ana. �

5.3 Diskuse k z�asobn��kov�ym automat�um
Podobn�e jako v p�r��pad�e kone�cn�ych automat�u, lze doc��lit zv�y�sen�� vyjad�rovac��
schopnosti i pro z�asobn��kov�e automaty. Uveden�a modi�kace na dvouz�asobn��kov�y
automat nen�� jedin�a. Dokonce ani voln�a grupa, kter�a generuje mo�zn�e �ret�ezce vy-
skytuj��c�� se na z�asobn��ku, nen�� pro spr�avnou funkci nutn�a. M��sto n�� bychom mohli
p�ridat jednoduch�a pravidla odstra�nuj��c�� v�zdy lev�y a prav�y vrchol z�asobn��ku.
Tato pravidla by mohla b�yt aplikov�ana na sam�em konci v�ypo�ctu a zaji�st'ovala
by vypr�azdn�en�� z�asobn��ku. Jakmile by nastala situace, �ze se lev�y a prav�y vr-
chol z�asobn��ku neshoduj��, cel�y proces by byl zablokov�an a v�ysledkem by bylo
nep�rijet�� vstupn��ho �ret�ezce. Naopak, v p�r��pad�e �upln�eho vypr�azdn�en�� z�asobn��ku a
p�rechodem do koncov�eho stavu, by byl �ret�ezec p�rijat.

Dal�s��m vylep�sen��m tohoto automatu m�u�ze b�yt nap�r��klad redukce po�ctu sym-
bol�u z�asobn��kov�e abecedy. Ka�zd�y symbol by byl pot�e k�odov�an vhodn�ym bin�arn��m
k�odem.

Uveden�y p�r��stup pro zv�y�sen�� vyjad�rovac��ch schopnost�� z�asobn��kov�ych auto-
mat�u v�sak nen�� jedin�y. Dal�s�� modi�kac�� se zab�yv�a [9]. Zde auto�ri p�redstavuj�� tzv.
�r��zen�e z�asobn��kov�e automaty. S vyu�zit��m vhodn�eho �r��d��c��ho jazyka op�et zvy�suj��
akcepta�cn�� schopnosti b�e�zn�ych z�asobn��kov�ych automat�u. P�r��padn�e z�ajemce o tuto
problematiku odkazujeme na [9].
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6 Z�av�er
Prezentovan�y dokument ukazuje, �ze sou�casn�e automaty mohou tvo�rit jak�ysi z�a-
klad pro dal�s�� form�aln�� modely a vhodn�ymi modi�kacemi, omezen��mi a roz�s���ren��-
mi m�u�zeme zvy�sovat jejich vyjad�rovac�� schopnosti. Posledn�� prezentovan�y v�ysle-
dek nav��c ukazuje, �ze vhodnou modi�kac�� b�e�zn�eho z�asobn��kov�eho automatu dos�a-
hneme u nov�e vznikl�eho modelu s��ly Turingova stroje. P�r��padn�e modi�kace Tu-
ringova stroje za �u�celem mo�zn�eho zv�y�sen�� jeho vyjad�rovac��ch schopnost�� jsou
v�sak ji�z bezp�redm�etn�e, nebot' jak plyne z Turingovy teze, za tuto hranici se
ji�z nelze dostat. P�r��kladem m�u�ze b�yt v��cep�askov�y Turing�uv stroj. P�resto�ze ten
ur�cit�ym zp�usobem roz�si�ruje pam�et'ov�e mo�znosti b�e�zn�eho jednop�askov�eho Tu-
ringova stroje, lze ka�zd�y v��cep�askov�y Turing�uv stroj transformovat na ekviva-
lentn�� Turing�uv stroj jednop�askov�y. Vyjad�rovac�� schopnost tedy nebyla �z�adn�ym
zp�usobem ovlivn�ena.

Obdobn�y p�r��stup ke zvy�sov�an�� vyjad�rovac��ch schopnost�� je v�sak aplikova-
teln�y nejen v oblasti automat�u, ale takt�e�z v oblasti gramatik. Sta�c�� jen zvolit
vhodn�y z�aklad. Vezmeme-li nap�r��klad bezkontextovou gramatiku, m�u�zeme za-
veden��m ur�cit�eho stupn�e �r��zen�� takt�e�z zv�y�sit jej�� s��lu. P�r��kladem tohoto mohou
b�yt nap�r��klad programovan�e a maticov�e gramatiky, gramatick�e syst�emy, nebo
bezkontextov�e gramatiky nad voln�ymi grupami prezentovan�e v jin�em projektu.
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