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Použitá notace

• #a(w) – počet symbol̊u a ∈ Σ v řetězci w ∈ Σ∗

• mod – operace modulo

• wR – reverze řetězce w ∈ Σ∗

• L3 – tř́ıda regulárńıch jazyk̊u

• L2 – tř́ıda bezkontextových jazyk̊u

• L1 – tř́ıda kontextových jazyk̊u

• LREC – tř́ıda rekurzivńıch jazyk̊u

• L0 – tř́ıda rekurzivně vyč́ıslitelných jazyk̊u

• card(M) – kardinalita (velikost) množiny M

• <M> – znač́ı kód TS (např. viz. konstrukci univerzálńıho TS)

• <n> – znač́ı kód č́ısla n ∈ N

• <w> – znač́ı kód řetězce w ∈ Σ∗

• steps(M,w) – počet krok̊u, který TS M provede na slově w

1 Formálńı jazyky a základńı operace

1. Necht’ L1 = {ϵ, a, b, bb}, L2 = {a, aa, bb}. Určete výčtem všech řetězc̊u jazyky L1 ∪ L2, L1 ∩ L2, L1 \ L2,
L1 · L2, L2 · L1, L

2
1 a prvńıch 10 prvk̊u jazyka L∗

1 v uspořádáńı podle délky řetězc̊u.

Řešeńı:

L1 ∪ L2 = {ϵ, a, b, bb, aa}
L1 ∩ L2 = {a, bb}
L1 \ L2 = {ϵ, b}
L1 · L2 = {a, aa, bb, aaa, abb, ba, baa, bbb, bba, bbaa, bbbb}
L2 · L1 = {a, aa, bb, ab, abb, aaa, aab, aabb, bba, bbb, bbbb}
L2
1 = {ϵ, a, b, aa, ab, abb, ba, bb, bbb, bba, bbbb}

L∗
1 = {ϵ, a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, abb . . .}

2. Popǐste (neformálně) tyto jazyky a jejich vzájemný vztah:

(a) L1 = {a, b}∗ · {b, a}∗

(b) L2 = {a, b}∗ · {a}∗ · {b}∗

(c) L3 = {a}∗ · {a, b}∗

Řešeńı: L1 = L2 = L3 = {a, b}∗ tj. jazyk všech slov na abecedou {a, b}.

3. Uspořádejte (podle množinové inkluze) tyto jazyky:

(a) L1 = {a, b}∗

(b) L2 = {a, b, c}∗

(c) L3 = {a}∗{b}∗{c}∗

(d) L4 = {w ∈ {a, b}∗ | #a(w) = #b(w)}
(e) L5 = {w ∈ {a, b, c}∗ | #a(w) ≥ #b(w)}
(f) L6 = {w ∈ {a, b, c}∗ | ∃n > 2 : #a(w)

n +#b(w)
n = #c(w)

n}
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Řešeńı: Plat́ı následuj́ıćı vztahy

L2 ⊃ L1 ⊃ L4

L2 ⊃ L3

L2 ⊃ L5 ⊃ L4

L2 ⊃ L6

4. Pomoćı jazyk̊u L0 = {0} a L1 = {1} nad abecedou Σ = {0, 1} a základńıch jazykových operaćı zkonstruujte
následuj́ıćı jazyky:

(a) L2 = {w ∈ Σ∗ | w obsahuje maximálně tři výskyty symbolu 1 }
(b) L3 = {w ∈ Σ∗ | w vyjadřuje liché č́ıslo v binárńı notaci (bez vedoućıch 0) }
(c) L4 = {w ∈ Σ∗ | w obsahuje bud’ jeden anebo sudý počet symbol̊u 1 }
(d) L5 = {w ∈ Σ∗ | w obsahuje sudý počet podřetězc̊u “01”nebo “10”}

Řešeńı př́ıkladu a):

L2 = L∗
0 ∪ L∗

0L1L
∗
0 ∪ (L∗

0L1L
∗
0)

2 ∪ (L∗
0L1L

∗
0)
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5. Uvažme Σ = {a, b}. Rozhodněte a dokažte, zda plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

(a) ∀L1, L2, L3 ⊆ Σ∗ : L1 ⊆ L2 ⇐⇒ L1 · L3 ⊆ L2 · L3

(b) ∃L1, L2, L3 ⊆ Σ∗ : L1 ⊆ L2 ⇐⇒ L1 · L3 ⊆ L2 · L3

(c) ∀L1, L2 ⊆ Σ∗ : L1 a L2 jsou konečné ⇐⇒ L1 · L2 je konečný

(d) ∃L1, L2 ⊆ Σ∗ : L1 a L2 jsou konečné ⇐⇒ L1 · L2 je konečný

(e) ∀L1 ⊆ Σ∗ : L∗
1 je nekonečný

(f) ∃L1 ⊆ Σ∗ : L∗
1 je nekonečný

(g) ∀L1, L2 ⊆ Σ∗ : L∗
1 ∪ L∗

2 = (L1 ∪ L2)
∗

(h) ∃L1, L2 ⊆ Σ∗ : L∗
1 ∪ L∗

2 = (L1 ∪ L2)
∗

(i) ∀L1 ⊆ Σ∗ : (L∗
1)

∗ = L∗
1

(j) ∃L1 ⊆ Σ∗ : (L∗
1)

∗ = L∗
1

(k) ∀L1 ⊆ Σ∗ : L∗
1 = L+

1 ⇐⇒ ε ∈ L1

(l) ∃L1 ⊆ Σ∗ : L∗
1 = L+

1 ⇐⇒ ε ∈ L1

Řešeńı př́ıkladu a): Toto tvrzeńı neplat́ı, zejména neplat́ı tato implikace

∀L1, L2, L3 ⊆ Σ∗ : L1 · L3 ⊆ L2 · L3 ⇒ L1 ⊆ L2

Uvažme např́ıklad jazyky L1 = {a}, L2 = {b} a L3 = ∅. Pak L1 ·L3 = L2 ·L3 = ∅ ale neplat́ı, že L1 ⊆ L2.

Řešeńı př́ıkladu b): Toto tvrzeńı plat́ı. Stač́ı zvolit např́ıklad L1 = L2 = {a} a L3 = {ϵ}. Pak L1 · L3 =
L2 · L3 = L1 = L2 = {a}.

6. *Určete všechny jazyky L ⊆ {a, b, c}∗, pro které plat́ı L∗ = L, a uspořádejte je dle množinové inkluze.

Řešeńı: Takových jazyk̊u je nekonečně mnoho. Patř́ı sem např́ıklad jazyky {ϵ} ⊂ {a}∗ ⊂ {a, b}∗ ⊂
{a, b, c}∗. Např́ıklad je zřejmé, že ({a}∗)∗ = {a}∗. Dále sem patř́ı např́ıklad jazyky {ai}∗ pro libovolné i.
Toto nám dává existenci nekonečně mnoha těchto jazyk̊u. Otázkou z̊ustává jestli těchto jazyk̊u je spočetně
mnoho – tento problém je nad rámec našich znalost́ı.
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2 Základńı konstrukce pro regulárńı jazyky

1. Zkonstruujte konečné automaty a regulárńı gramatiky pro tyto jazyky:

(a) L = {w ∈ {a, b}∗ | #a(w) > 3}
(b) L = {w ∈ {a, b}∗ | #a(w) < 3}
(c) L = {w ∈ {a, b}∗ | #a(w) mod 3 = #b(w) mod 2}
(d) L = a∗ · (bb+ cc)∗ ({a}∗ · {bb, cc}∗)

Řešeńı př́ıkladu a):

KA A, L(A) = L:

Gramatika G, L(G) = L:

G = ({S, S1, S2, S3, F}, {a, b}, P, S) kde P :

S → bS | aS1

S1 → bS1 | aS2

S2 → bS2 | aS3

S3 → bS3 | aF
F → aF | bF | ε

2. Pomoćı regulárńıch výraz̊u popǐste tyto jazyky:

(a) L = {w ∈ {a, b, c}∗ | #a(w) > 2}
(b) L = {w ∈ {a, b, c}∗ | #a(w) < 2}
(c) L = {w ∈ {a, b, c}∗ | #a(w) mod 2 = 0}

Řešeńı př́ıkladu a):

L = (b+ c)∗a(b+ c)∗a(b+ c)∗a(a+ b+ c)∗

3 Transformace konečných automat̊u a regulárńıch gramatik

1. Převed’te následuj́ıćı nedeterministické automaty na ekvivalentńı deterministické automaty. Postupujte
dle algoritmu z přednášky. Neńı třeba uvádět nedosažitelné stavy

(a) A = ({q0, q1, q2}, {a, b}, δ, q0, {q2}), kde δ je definována jako

δ(q0, a) = {q0, q1}, δ(q0, b) = {q0},
δ(q1, a) = {q2}, δ(q1, b) = {q0, q1},
δ(q2, a) = ∅, δ(q2, b) = ∅.

(b) A = ({q0, q1, q2}, {a, b}, δ, q0, {q2}), kde δ je definována jako

δ(q0, a) = {q0}, δ(q0, b) = {q0, q1, q2},
δ(q1, a) = {q2}, δ(q1, b) = {q0},
δ(q2, a) = ∅, δ(q2, b) = {q2}.
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Řešeńı př́ıkladu a):

a b
→ {q0} {q0, q1} {q0}

{q0, q1} {q0, q1, q2} {q0, q1}
← {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0, q1}

2. Převed’te následuj́ıćı rozš́ı̌rené automaty (tj. automaty s ϵ-kroky) na ekvivalentńı deterministické automaty.
Postupujte dle algoritmu z přednášky. Neńı třeba uvádět nedosažitelné stavy

(a) Automat na obrázku ńıže.

(b) Automat na obrázku ńıže.

Řešeńı př́ıkladu a):

iniciálńı stav A = ϵ-uzávěr({0}) = {0, 1, 3}
δ(A, a) = ϵ-uzávěr({1, 2}) = {1, 2, 3} = B
δ(A, b) = ϵ-uzávěr(∅) = ∅ = C
δ(B, a) = ϵ-uzávěr({1, 2}) = {1, 2, 3} = B
δ(B, b) = ϵ-uzávěr({0}) = {0, 1, 3} = A
δ(C, a) = δ(C, b) = C
F = {A,B}

3. Následuj́ıćı automaty zadané tabulkou převed’te do redukované formy (tj. zkonstruujte ekvivalentńı mi-
nimálńı automat
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(a)
a b

1 3 1
→ 2 9 4

3 - 1
← 4 9 4

5 8 5
6 5 4

← 7 6 9
8 11 -
9 7 9

10 12 3
11 8 1
12 - 10

(b)
a b

↔ 1 3 2
2 6 4
3 3 5

← 4 4 2
5 10 8
6 6 7

← 7 7 5
← 8 8 2
← 9 11 2
10 10 9
11 11 5

Řešeńı př́ıkladu a):

Nejdř́ıve automat zúplńıme, tj. dodáme přechody do nekoncového stavu 13:

δ(3, a) = 13 δ(8, b) = 13 δ(12, a) = 13 δ(13, a) = δ(13, b) = 13

Dále spoč́ıtáme množinu dosažitelných stav̊u Q z iniciálńıho stavu 2.

Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11, 13}

≡0

a b
→ I 1 I I

2 I II
3 I I
5 I I
6 I II
8 I I
9 II I
11 I I
13 I I

← II 4 I II
7 I I

≡1

a b
I 1 I I

3 I I
5 I I
8 I I
11 I I
13 I I

→ II 2 III IV
6 I IV

III 9 V III
← IV 4 III IV
← V 7 II III

≡2=≡3

a b
I 1 I I

3 I I
5 I I
8 I I
11 I I
13 I I

→ II 2 IV V
III 6 I V
IV 9 VI IV
← V 4 IV V
← VI 7 III IV

4. Následuj́ıćı konečné automaty převed’te na ekvivalentńı regulárńı gramatiky

(a) M1 z obrázku 1:

a b

b

c

a

c

Obrázek 1: KA M1

(b) M2 z obrázku 2:

Řešeńı př́ıkladu a): G = ({S1, S2, S3}, {a, b, c}, P, S1) kde P :

S1 → aS2

S2 → cS2 | cS1 | bS3

S3 → aS2 | bS1 | ϵ
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a b

b

a

a

Obrázek 2: KA M2

5. Následuj́ıćı regulárńı gramatiky převed’te na ekvivalentńı konečné automaty.

(a) G = ({S1, S2, S3}, {a, b, c}, P, S1) kde P :

S1 → ϵ | aS2 | bS2

S2 → cS3 | aS2 | b
S3 → ϵ | aS1 | b

(b) G = ({S1, S2, S3}, {a, b, c}, P, S1) kde P :

S1 → a | bS1 | bS3

S2 → ϵ | aS2 | b
S3 → aS2 | c

Řešeńı př́ıkladu a): Na obrázku.

S2

qf

a,b

a

c

a S3

S1

b

b

6. Následuj́ıćı regulárńı výrazy převed’te na ekvivalentńı regulárńı gramatiky

(a) a+ + (ab)∗

(b) ((a+ b)+c)∗

Řešeńı př́ıkladu a):

R = a+ + (ab)∗ = aa∗ + (ab)∗

Ga = ({Sa}, {a}, {Sa → a}, Sa)
Gb = ({Sb}, {b}, {Sb → b}, Sb)
Ga∗ = ({Sa∗}, {a}, {Sa∗ → ϵ, Sa∗ → aSa∗}, Sa∗) po odstraněńı zbytečných symbol̊u
Ga+ = ({Sa, Sa∗}, {a}, {Sa → aSa∗ , Sa∗ → ϵ, Sa∗ → aSa∗}, Sa)
Gab = ({Sa, Sb}, {a, b}, {Sa → aSb, Sb → b}, Sa)
G(ab)∗ = ({S(ab)∗ , Sb}, {a, b}, {S(ab)∗ → ϵ, S(ab)∗ → aSb, Sb → bS(ab)∗}, S(ab)∗)
GR = ({SR, Sa∗ , S(ab)∗ , Sb}, {a, b},
{SR → aSa∗ , SR → ϵ, SR → aSb, Sa∗ → ϵ, Sa∗ → aSa∗ , Sb → bS(ab)∗ , S(ab)∗ → ϵ, S(ab)∗ → aSb},
SR)

7. Pro následuj́ıćı jazyky

• Sestrojte NKA pro jazyk (pokuste se efektivně využ́ıt nedeterminismus).
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• Převed’te algoritmicky tento NKA na ekvivalentńı DKA.

• Źıskaný DKA převed’te algoritmicky do redukované podoby, nebo ukažte, že již v redukované podobě
je.

(a) L = {a, b}{a}{a, b}∗ ∪ {w ∈ {a, b}∗ | #a(w) mod 2 = 0}
(b) L = {w ∈ {a, b}∗ | w obsahuje podslovo bba} ∪ {w ∈ {a, b}∗ | |w| mod 2 = 0}

Řešeńı př́ıkladu a):

NKA pro jazyk L.

2 3a,b a

a 4

1

5

a,b

b

a

a

b

b

Dále tento automat determinizujeme.
a b

↔ {1} {2, 4} {2, 5}
{2, 4} {3, 5} {4}

← {2, 5} {3, 4} {5}
{4} {5} {4}

← {5} {4} {5}
← {3, 5} {3, 4} {3, 5}
← {3, 4} {3, 5} {3, 4}

Na závěr automat minimalizujeme.

≡0

a b
↔ I {1} II I

{2, 5} I I
{5} II I
{3, 5} I I
{3, 4} I I

II {2, 4} I II
{4} I II

≡1

a b
↔ I {1} III II

{5} III I
← II {2, 5} II I

{3, 5} II II
{3, 4} II II

III {2, 4} II III
{4} I III

≡2=≡3

a b
↔ I {1} V III
← II {5} VI II
← III {2, 5} IV II
← IV {3, 5} IV IV

{3, 4} IV IV
V {2, 4} IV VI
VI {4} II VI

8. Navrhněte a formálně popǐste algoritmus pro operaci pr̊unik nad dvěma

(a) deterministickými KA

(b) nedeterministickými KA (nepouž́ıvejte determinizaci).

Řešeńı př́ıkladu a):

Vstup: Konečné deterministické automaty A1 = (Q1,Σ1, δ1, q01 , F1) a A2 = (Q2,Σ2, δ2, q02 , F2)
Výstup: Deterministický automat A = (Q,Σ, δ, q0, F ), pro který plat́ı L(A) = L(A1) ∩ L(A2)
Metoda:
1. Q = Q1 ×Q2 (Předpokládejme, že Q1 ∩Q2 = ∅. V opačném př́ıpadě bychom přejmenovali stavy.)
2. Σ = Σ1 ∩ Σ2 (Pokud Σ1 ∩ Σ2 = ∅, algoritmus vraćı libovolný automat A, kde L(A) = ∅.)
3. ∀p, p′ ∈ Q1, q, q

′ ∈ Q2, a ∈ Σ : δ((p, q), a) = (p′, q′) ⇐⇒ δ1(p, a) = p′ ∧ δ2(q, a) = q′

4. q0 = (q01 , q02)
5. F = F1 × F2

4 Rovnice nad regulárńımi výrazy

1. Řešeńım rovnic nad regulárńımi výrazy sestavte ekvivalentńı regulárńı výraz k těmto automat̊um

(a) M1 z obrázku 1:

(b) M2 z obrázku 2:

Řešeńı př́ıkladu a):

X0 = aX1

X1 = cX1 + cX0 + bX2

X2 = aX1 + bX0 + ϵ
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Postupným dosazováńım dostáváme

X1 = cX1 + caX1 + baX1 + bbX0 + b = (c+ ca+ ba+ bba)X1 + b = (c+ ca+ ba+ bba)∗b
X0 = a(c+ ca+ ba+ bba)∗b

L(M1) = a(c+ ca+ ba+ bba)∗b.

5 Pumping lemma

1. Rozhodněte a dokažte, zda jsou následuj́ıćı jazyky regulárńı. Při dokazováńı, že je jazyk regulárńı, stač́ı
uvést odpov́ıdaj́ıćı gramatiku či automat. Při dokazováńı, že jazyk neńı regulárńı, použijte Pumping
Lemma.

(a) L1 = {ciw |i ≥ 2 ∧ w ∈ {a, b}∗ ∧ (#a(w) < #b(w) ∨ |w| ≤ 3)},
(b) L2 = {w ∈ {a, b}∗ | #a(w) = #b(w) ∨ |w| ≥ 3},
(c) L3 = {w | w ∈ {a, b, c}∗ ∧#a(w) = #b(w) ∧ #c(w) = 1}
(d) L4 = {aib2icj | i > 0 ∧ i < j < 2i}.

Řešeńı př́ıkladu a): Jazyk L1 neńı regulárńı. Důkaz sporem. Předpokládejme, že L1 ∈ L3. Pak dle Pumping
lemmatu plat́ı, že

∃k > 0 : ∀w ∈ Σ∗ : w ∈ L ∧ |w| ≥ k ⇒
(∃x, y, z ∈ Σ∗ : w = xyz ∧ y ̸= ϵ ∧ |xy| ≤ k ∧ ∀i ≥ 0 : xyiz ∈ L)

Uvažme libovolné k > 0. Zvolme slovo w = c2ak+1bk+2. Plat́ı, že w ∈ L1 ∧ |w| = 2k + 5 ≥ k. Pro každé
rozděleńı slova w takové, že w = xyz ∧ y ̸= ϵ ∧ |xy| ≤ k, nastane alespoň jedna z následuj́ıćıch možnost́ı:

• Podslovo y obsahuje znak c. Pak pro volbu i = 0 poruš́ıme podmı́nku na počet znak̊u c a tud́ıž slovo
xyiz ̸∈ L1.

• Podslovo y obsahuje znak a. Pak y nemůže obsahovat znak b kv̊uli podmı́nce |xy| ≤ k, ale pro volbu
i = 2 poruš́ıme podmı́nku #a(xy

iz) < #b(xy
iz) a tud́ıž slovo xyiz ̸∈ L1.

Ukázali jsme tedy, že pro libovolné validńı rozděleńı jsme schopni výsledné slovo ”vypumpovat”ven z
jazyka, což je spor s tvrzeńım Pumping lemmatu. Tud́ıž jsme dokázali, že L1 neńı regulárńı jazyk.

Řešeńı př́ıkladu b): Jazyk L2 je regulárńı. KA na obrázku.

2

3

a

4

1
a,b

ab

b

5

a

b

a,b

2. Dokažte, že následuj́ıćı jazyky splňuj́ı tuto formuli (tj. pravou stranu Pumping lemmatu)

∃k > 0 : ∀w ∈ Σ∗ : w ∈ L ∧ |w| ≥ k ⇒
(∃x, y, z ∈ Σ∗ : w = xyz ∧ y ̸= ϵ ∧ |xy| ≤ k ∧ ∀i ≥ 0 : xyiz ∈ L)

(a) L = {aibj | i, j > 0}
(b) L = {w ∈ {a, b}∗| |w| > 3}
(c) L = {w ∈ {a, b}∗| |w| < 3}

Řešeńı př́ıkladu a): Zvolme k = 3. Pro libovolné slovo w ∈ L takové, že |w| ≥ 3, plat́ı, že #a(w) ≥ 2, nebo
w = abj , kde j ≥ 2. Pokud #a(w) ≥ 2, tak zvoĺıme rozděleńı, kde y = a (y ̸= ϵ ∧ |xy| = |a| = 1 ≤ 3).
Potom xyiz ∈ L pro libovolné i ≥ 0, jelikož #a(xy

iz) > 0. Pokud w = abj , kde j ≥ 2, tak zvoĺıme
rozděleńı, kde y = b (pak x = a ∧ y = b tedy y ̸= ϵ ∧ |xy| = |ab| = 2 ≤ 3). Potom xyiz ∈ L pro libovolné
i ≥ 0, jelikož #b(xy

iz) > 0. Poznamenejme, že v obou př́ıpadech neměńıme pořad́ı znak̊u a a b.
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6 Myhill-Nerodova věta

1. S využit́ım Myhill-Nerodovy věty dokažte, že následuj́ıćı jazyky nejsou regulárńı:

(a) L1 = {aibj | i ̸= j}
(b) L2 = {a2n | n > 0}
(c) L3 = {w ∈ {a, b}∗ | w = wR}

Řešeńı př́ıkladu a): Předpokládejme, že L1 je regulárńı jazyk. Pak dle Myhill-Nerodovy věty plat́ı, že
∃n ∈ N : |Σ∗/∼L

|= n (index relace prefixové ekvivalence je konečný). Nyńı uvažme n+ 1 slov

a0, a1, . . . , an.

Ukážeme, že žádná dvě r̊uzná slova ai a aj pro 0 ≤ i, j ≤ n nemohou být v relaci ∼L a tud́ıž |Σ∗/∼L
|> n,

což je spor s naš́ım předpokladem o |Σ∗/∼L
|. Kdyby ai ∼L a

j pak muśı platit, že ∀w ∈ Σ∗ : aiw ∈ L ⇐⇒
ajw ∈ L. Pokud zvoĺıme w = bi, tak dostáváme

aibi ̸∈ L
ajbi ∈ L
Tud́ıž ai ̸∼L a

j . Z toho plyne, že |Σ∗/∼L
|> n, což je spor.

2. S využit́ım Myhill-Nerodovy věty dokažte, že následuj́ıćı jazyky jsou regulárńı:

(a) L = {w ∈ {a, b}∗ | #a(w) > 3000}
(b) L = {w ∈ {a, b}∗ | #a(w) < 3000}
(c) L = {w ∈ {a, b}∗ | #a(w) mod 3 = #b(w) mod 2}

Řešeńı př́ıkladu a): Sestroj́ıme relaci pravé kongruence ∼ s konečným indexem a ukážeme, že L je sjed-
noceńı některých tř́ıd rozkladu Σ∗/∼.

u ∼ v ⇐⇒ #a(u) = #a(v) ∨ (#a(u) > 3000 ∧#a(v) > 3000)

∼ je zřejmě reflexivńı i symetrická. Pokud u ∼ v ∧ v ∼ w, pak bud’ #a(u) = #a(w) nebo #a(u) >
3000 ∧ #a(w) > 3000, a tud́ıž u ∼ w, tj. ∼ je tranzitivńı. ∼ je i pravá kongruence: Pokud u ∼ v, pak i
ua ∼ va, jelikož #a(ua) = #a(va) = #a(u) + 1 nebo #a(ua) > 3000 ∧#a(va) > 3000. Rovněž ub ∼ vb,
jelikož #a(ub) = #a(u) ∧#a(vb) = #a(v).

Σ∗/∼ = {[xi] | 0 ≤ i ≤ 3000} ∪ {{w ∈ {a, b}∗ | #a(w) > 3000}} kde

[xi] = {w ∈ {a, b}∗ | #a(w) = i}

a tedy |Σ∗/∼ |= 3002. Jazyk L odpov́ıdá jedné tř́ıdě Σ∗/∼, a to {w ∈ {a, b}∗ | #a(w) > 3000}.

3. Dokažte, že neexistuje úplný deterministický automat se 3 stavy, který akceptuje jazyk:

(a) L = {w ∈ {a, b}∗ | #a(w) ≥ 3}
(b) L = {w ∈ {a, b}∗ | #a(w) mod 4 = 0}

Řešeńı př́ıkladu a): Předpokládejme, že existuje totálńı deterministický automat se 3 stavy. Pak dle Myhill-
Nerodovy věty |Σ∗/∼L

|= 3. Uvažme 4 slova slova ai pro 0 ≤ i ≤ 3. Pro libovolnou dvojici r̊uzných slov
ai a aj kde 0 ≤ i, j ≤ 3 ∧ i < j (pokud j < i slova prohod́ıme) ukážeme, že ai ̸∼L a

j a tud́ıž |Σ∗/∼L
|> 3,

což je spor s našim předpokladem. Kdyby ai ∼L a
j pak muśı platit, že ∀w ∈ Σ∗ : aiw ∈ L ⇐⇒ ajw ∈ L.

Pokud zvoĺıme w = a3−j , tak dostáváme

aia3−j = ak pro k < 3 (připomeňme, že i < j) a tud́ıž aia3−j ̸∈ L
aja3−j = a3 ∈ L
Tud́ıž ai ̸∼L a

j .
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4. Formálně popǐste relace ∼1,∼2⊆ {a, b}∗×{a, b}∗ (∼1 ̸=∼2), které splňuj́ı Myhill-Nerodovu větu pro jazyk
L = {w ∈ {a, b}∗ | w obsahuje podslovo bb}, tj. relace je pravá kongruence s konečným indexem a L je
sjednoceńım některých tř́ıd rozkladu daným touto relaćı.

Řešeńı: Hledané relace mohou vypadat následovně:

u ∼1 v ⇐⇒ (u, v ∈ (a+ ba)∗) ∨ (u, v ∈ (a+ ba)∗b) ∨ (u, v ∈ (a+ ba)∗bb(a+ b)∗)

u ∼2 v ⇐⇒ (u = v = ϵ) ∨ (u, v ∈ (a+ ba)+) ∨ (u, v ∈ (a+ ba)∗b) ∨ (u, v ∈ (a+ ba)∗bb(a+ b)∗)

Uvědomme si, že ∼1=∼L.

7 Uzávěrové vlastnosti regulárńıch jazyk̊u

1. Rozhodněte a dokažte, zda plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

(a) (L1 ∩ L2 ∈ L3) ∧ (L1 ∩ L2 je nekonečný) ⇒ L1 ∈ L3 ∨ L2 ∈ L3

(b) L1 ∪ L2 ∈ L3 ⇒ L1 ∈ L3 ∨ L2 ∈ L3

(c) L ∈ L3 ⇒ ♢L ∈ L3 kde ♢L = {w ∈ L | w ∈ {a, b}∗ ∧ |w| > 100}
(d) L ∈ L3 ⇒ ♢L ∈ L3 kde ♢L = {w ∈ L | w ∈ {a, b}∗ ∧#a(w) = #b(w) = 5}
(e) L ∈ L3 ⇒ ♢L ∈ L3 kde ♢L = {w ∈ L | w ∈ {a, b}∗ ∧#a(w) = #b(w)}

Řešeńı př́ıkladu a): Tvrzeńı neplat́ı. Stač́ı uvážit

L1 = {an | n > 0} ∪ {bncn | n > 0}

L2 = {an | n > 0} ∪ {cnbn | n > 0}.
Pak L1 ∩ L2 = {an | n > 0} je nekonečný regulárńı jazyk, ale L1 ̸∈ L3 ∧ L2 ̸∈ L3

Řešeńı př́ıkladu c): Tvrzeńı plat́ı. ♢L = L ∩ L1 kde L1 = {w ∈ {a, b}∗ | |w| > 100} Dá se jednoduše
ukázat, že L1 ∈ L3. Pak z uzavřenosti L3 na operaci ∩ plyne, že i ♢L ∈ L3.

2. Rozhodněte a dokažte, zda pro libovolný jazyk L a libovolný konečný jazyk K plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

(a) L ∈ L3 ⇐⇒ L \K ∈ L3

(b) L ∈ L3 ⇐⇒ L ∪K ∈ L3

Řešeńı př́ıkladu a): ⇒: Uvědomme si, že L \ K = L ∩ co − K. K je konečný ⇒ K ∈ L3 ⇒ co − K ∈
L3. Z uzávěrových vlastnost́ı regulárńıch jazyk̊u dostáváme, že L ∩co − K ∈ L3. ⇐: Uvědomme si, že
L = (L \ K) ∪ (K ∩ L). K ∩ L je konečný tj. regulárńı a z uzávěrových vlastnost́ı dostáváme, že i
(L \K) ∪ (K ∩ L) ∈ L3.

8 Rozhodnutelné problémy pro regulárńı jazyky

1. Dokažte, že následuj́ıćı problémy jsou rozhodnutelné:

(a) Pro daný konečný automat A = (Q,Σ, δ, q0, F ) je rozhodnutelné, zda jazyk L(A) je nekonečný.

(b) Pro daný konečný automat A = (Q,Σ, δ, q0, F ) je rozhodnutelné, zda plat́ı toto tvrzeńı:

∀n ∈ N : ∃w ∈ L(A) : #a(w) > n

Řešeńı př́ıkladu a): Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že A je deterministický. Zavedeme relaci
⇝⊆ Q×Q:

p⇝ q ⇐⇒ ∃a ∈ Σ : δ(p, a) = q

L(A) je nekonečný ⇐⇒ ∃q ∈ Q, qf ∈ F : q0 ⇝
∗ q ∧ q ⇝+ q ∧ q ⇝∗ qf

Problém nekonečnosti L(A) jsme tedy převedli na hledáńı cyklu (q ⇝+ q), který je dosažitelný z iniciálńıho
stavu (q0 ⇝∗ q) a je z něj dosažitelný koncový stav (q ⇝∗ qf ).
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9 Základńı konstrukce pro bezkontextové jazyky

1. Zkonstruujte zásobńıkové automaty a bezkontextové gramatiky pro tyto jazyky:

(a) L = {anb2ncm | m,n ≥ 0}
(b) L = {ww′wR | w ∈ {a, b}∗ ∧ w′ ∈ {c, d}∗}
(c) L = {aibjck | i ≥ 3(k + j) ∧ i, j, k ≥ 0}
(d) L = {aibjck | 3i ≥ (k + j) ∧ i, j, k ≥ 0}
(e) L = {aibjck | 3i ≤ (k + j) ∧ i, j, k ≥ 0}
(f) L = {w ∈ {a, b, c}∗| #a(w) = #b(w)}
(g) L = {w ∈ {a, b}∗| #a(w) > #b(w) + 3}
(h) L = {w ∈ {a, b}∗| #a(w) > 2 ·#b(w)}
(i) L = {w ∈ {a, b, c}∗| #a(w) > 2 · (#b(w) + #c(w))}

Řešeńı př́ıkladu a):

G = ({S, S1, C}, {a, b, c}, P, S),
kde P obsahuje pravidla:
S → S1 | C | S1C

S1 → aS1bb | ϵ
C → cC | ϵ

Automat na obrázku.

31 2

Řešeńı př́ıkladu c):

G = ({S, S′, A′}, {a, b, c}, P, S),
kde P obsahuje pravidla:
S → aaaSc | aaaS′b | A
S′ → aaaS′b | A
A → aA | ϵ

Automat na obrázku.

2. Pro následuj́ıćı gramatiky navrhněte (rozš́ı̌rený) zásobńıkový automat, který provád́ı syntaktickou analýzu

• shora dol̊u,

• zdola nahoru.

V obou př́ıpadech proved’te analýzu zadaného slova w.

(a) G = ({S,A,B}, {a, b}, P, S), kde P obsahuje pravidla:

S → ϵ | abSA
A → AaB | aB | a
B → aSS | bA
Slovo w = ababa.
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(b) G = ({S,A,B}, {a, b, c}, P, S), kde P obsahuje pravidla:

S → ϵ | ASBB
A → a | Aa
B → b | c
Slovo w = aabc.

Řešeńı př́ıkladu a): Shora dol̊u. ZA A = ({q}, {a, b}, {S,A,B, a, b}, δ, q, S, ∅), kde
δ(q, ϵ, S) = {(q, ϵ), (q, abSA)}
δ(q, ϵ, A) = {(q, AaB), (q, aB), (q, a)}
δ(q, ϵ, B) = {(q, aSS), (q, bA)}
δ(q, a, a) = {(q, ϵ)}
δ(q, b, b) = {(q, ϵ)}

(q, ababa, S) ⊢ (q, ababa, abSA) ⊢2 (q, aba, SA) ⊢ (q, aba,A) ⊢ (q, aba, aB) ⊢ (q, ba,B) ⊢ (q, ba, bA) ⊢

⊢ (q, a,A) ⊢ (q, a, a) ⊢ (q, ϵ, ϵ)

Zdola nahoru. ZA A = ({q, r}, {a, b}, {S,A,B, a, b,#}, δ, q,#, {r}), kde
δ(q, ϵ, ϵ) = {(q, S)}
δ(q, ϵ, abSA) = {(q, S)}
δ(q, ϵ, AaB) = {(q, A)}
δ(q, ϵ, aB) = {(q, A)}
δ(q, ϵ, a) = {(q, A)}
δ(q, ϵ, aSS) = {(q,B)}
δ(q, ϵ, bA) = {(q,B)}
δ(q, a, ϵ) = {(q, a)}
δ(q, b, ϵ) = {(q, b)}
δ(q, ϵ,#S) = {(r, ϵ)}
Vrchol zásobńıku uvád́ıme, pro lepš́ı čitelnost, vpravo.

(q, ababa,#) ⊢2 (q, aba,#ab) ⊢ (q, aba,#abS) ⊢3 (q, ϵ,#abSaba) ⊢ (q, ϵ,#abSabA) ⊢ (q, ϵ,#abSaB) ⊢

⊢ (q, ϵ,#abSA) ⊢ (q, ϵ,#S) ⊢ (r, ϵ, ϵ)

10 Transformace bezkontextových gramatik

1. Odstraňte ϵ-pravidla v následuj́ıćıch gramatikách:

(a) G = ({S,A,B,C,D}, {a, b, c}, P, S), kde P obsahuje pravidla:

S → ABC

A → AbA | BC | b
B → bB | a | cBbAb | ϵ
C → cD | Aa | ϵ
D → SSD | b

(b) G = ({S,A,B,C,D}, {a, b, c}, P, S), kde P obsahuje pravidla:

S → ABC

A → Ab | BC | b
B → bB | a | Ab | ϵ
C → cD | cS | Aa | ϵ
D → SSS | bc
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Řešeńı př́ıkladu a): N1
ϵ = {B,C}, N2

ϵ = {A,B,C}, N3
ϵ = Nϵ = {S,A,B,C}

G′ = ({S′, S,A,B,C,D}, {a, b, c}, P ′, S′), kde P ′ obsahuje pravidla:

S′ → S | ϵ
S → ABC | AB | A | AC | BC | B | C
A → AbA | BC | b | Ab | bA | B | C
B → bB | a | cBbAb | b | cbAb | cBbb | cbb
C → cD | Aa | a
D → SSD | b | SD | D

2. Odstraňte jednoduchá pravidla v následuj́ıćıch gramatikách a pak je převed’te do Chomského normálńı
formy.

(a) G = ({S,A,B,C,D,E, F}, {a, b}, P, S), kde P obsahuje pravidla:

S → E | F
A → bS | D
B → Sa | a
C → aD | S
D → ba

E → aAS | C
F → SBb

(b) G = ({S,A,B,C,D,E, F}, {a, b}, P, S), kde P obsahuje pravidla:

S → A | F
A → bS

B → Sa | a | S
C → aD | S
D → Ba

E → aAS | E
F → SAb

Řešeńı př́ıkladu a): NS = {S,E, F,C}, NA = {A,D}, NB = {B}, NC = {C, S,E, F}, ND = {D}, NE =
{E,C, S, F}, NF = {F} G′ = ({S,A,B,C,D,E, F}, {a, b}, P ′, S), kde P ′ obsahuje pravidla:

S → aAS | SBb | aD
A → bS | ba
B → Sa | a
C → aD | aAS | SBb
D → ba

E → aAS | SBb | aD
F → SBb

Nyńı převedeme G′ do Chomského normálńı formy.

G′′ = ({S,A,B,C,D,E, F,<AS>,<Bb>,<a>,<b>}, {a, b}, P ′′, S), kde P ′′ obsahuje pravidla:
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S → <a><AS> | S <Bb> | <a> D

A → <b> S | <b><a>
B → S <a > | a
C → <a> D | <a><AS> | S <Bb>
D → <b><a>

E → <a><AS> | S <Bb> | <a> D

F → S <Bb>

<AS> → AS

<Bb> → B < b >

<a> → a

<b> → b

3. Odstraňte levou rekurzi v následuj́ıćıch gramatikách.

(a) G = ({S,A}, {a, b}, P, S), kde P obsahuje pravidla:

S → AAa | Aa | AS | b
A → SbA | AbA | b

(b) G = ({S,A,B}, {a, b}, P, S), kde P obsahuje pravidla:

S → Ab | a | bB
A → BSa | ab | SBa
B → bB | BaB | Sa

Řešeńı př́ıkladu a): Nejprve rozgenerujeme pravidlo A → SbA, abychom źıskali př́ımou levou rekurzi.

A → AAabA | AabA | ASbA | bbA | AbA | b
Poté odstrańıme př́ımou levou rekurzi u neterminálu A.

A → bbA | b | bbAA′ | bA′

A′ → AabA | abA | SbA | bA | AabAA′ | abAA′ | SbAA′ | bAA′

G = ({S,A,A′}, {a, b}, P ′, S), kde P ′ obsahuje pravidla:

S → AAa | Aa | AS | b
A → bbA | b | bbAA′ | bA′

A′ → AabA | abA | SbA | bA | AabAA′ | abAA′ | SbAA′ | bAA′

11 Jednoznačnost a determinismus bezkontextových gramatik

1. Navrhněte jednoznačnou gramatiku pro jazyk

(a) L = {wwR | w ∈ {a, b}∗} ∪ {ak | k > 2} ∪ {bk | k > 3}
(b) L = {anbn | n > 0} ∪ {anb2m | m,n > 0}

Řešeńı př́ıkladu a): G = ({S, S1, S2, S3}, {a, b}, P, S) kde P obsahuje pravidla

S → S1 | S2 | S3

S1 → aS1a | bS1b | ϵ
S2 → aS2a | aaa
S3 → bS3b | bbbbb

2. Navrhněte deterministický zásobńıkový automat pro jazyk:

(a) L = {wcwR | w ∈ {a, b}∗}
(b) L = 0L1 ∪ L2, kde L1 = {anbncm | n,m ≥ 0} a L2 = {ambncn | n,m ≥ 0}
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Řešeńı př́ıkladu a): DZA na obrázku

31 2

12 Fix-point algoritmy pro bezkontextové gramatiky

1. Zkonstruujte algoritmus, který pro danou BG G = (N,Σ, S, P ) spoč́ıtá následuj́ıćı množiny:

(a) NF = {A ∈ N | ∃k ∈ N : card({w ∈ Σ∗ | A⇒+ w}) ≤ k}
(b) Na = {A ∈ N | ∀k ∈ N : ∃w ∈ Σ∗ : A⇒+ w ∧#a(w) > k}

Řešeńı př́ıkladu a): Množina NF obsahuje neterminály, z kterých se dá derivovat jen konečný počet řetězc̊u
nad Σ∗. Zkonstruujeme algoritmus, který spoč́ıtá množinu NN = N \ NF , která obsahuje neterminály,
z kterých se dá derivovat nekonečný počet řetězc̊u. Požadovanou množinu pak dostaneme jako NF =
N \NN . Nejdř́ıve si spoč́ıtáme množinu neterminál̊u

Nt = {A ∈ N | A⇒+ w ∧ w ∈ Σ∗},

tj. neterminál̊u, které generuj́ı alespoň 1 řetězec terminál̊u (i prázdný). Nt źıskáme pomoćı následuj́ıćı
fix-point algoritmu.

N0
t = ∅

N i+1
t = {A ∈ N | ∃(A→ α) ∈ P ∧ α ∈ (Σ ∪N i

t )
∗}

jestliže N i+1
t = N i

t , tak Nt = N i
t

Dále si spoč́ıtáme množinu neterminál̊u

Nt+ = {A ∈ N | A⇒+ w ∧ w ∈ Σ+},

tj. neterminál̊u, které generuj́ı alespoň 1 neprázdný řetězec terminál̊u. Nt+ źıskáme pomoćı následuj́ıćı
fix-point algoritmu.

N0
t+ = ∅

N i+1
t+ = {A ∈ N | ∃(A→ α) ∈ P ∧ α ∈ (Σ ∪Nt)

∗(Σ ∪N i
t+)(Σ ∪Nt)

∗}
jestliže N i+1

t+ = N i
t+, tak Nt+ = N i

t+

Dále definujeme relace ρ, ρΣ ⊆ N ×N , takové že

AρB ⇐⇒ ∃(A→ αBβ) ∈ P, kde α, β ∈ (Σ ∪Nt)
∗,

AρΣB ⇐⇒ ∃(A→ αBβ) ∈ P ∨ (A→ βBα) ∈ P, kde α ∈ (Σ∪Nt)
∗ ∧ β ∈ (Σ∪Nt)

∗(Σ∪Nt+)(Σ∪Nt)
∗.

Požadovanou množinu pak dostaneme jako:

NN = {A ∈ N | ∃B,C,D ∈ Nt : Aρ
∗B ∧Bρ∗C ∧ CρΣD ∧Dρ∗B},

tj. z A je dosažitelný cyklus B ⇝ B, který generuje aspoň jeden terminál (přechod CρΣD).
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13 Pumping lemma pro bezkontextové jazyky

1. Pomoćı Pumping lemmatu dokažte, že následuj́ıćı jazyky nejsou bezkontextové:

(a) L = {aiw | i ≥ 2 ∧ w ∈ {b, c, d}∗ ∧ #b(w) > #c(w) > #d(w)},
(b) L = {uwwRu | u,w ∈ {a, b}∗},
(c) L = {aib2ic3i | i ≥ 0}.

Řešeńı př́ıkladu a): Necht’ k je konstanta z Pumping lemmatu. Zvolme slovo z = a2bk+2ck+1dk. Evidentně
z ∈ L a |z| = 3k + 5 ≥ k. Pro každé rozděleńı slova z takové, že z = uvwxy ∧ vx ̸= ϵ ∧ |vwx| ≤ k,
nastane alespoň jedna z následuj́ıćıch možnost́ı:

• Podslovo vx obsahuje znak a. Pak pro volbu i = 0 poruš́ıme u řetězce uviwxiy definičńı podmı́nku
jazyka L na počet znak̊u a a tud́ıž slovo uviwxiy ̸∈ L.

• Podslovo vx obsahuje znak b, ale neobsahuje znak c. Pak pro volbu i = 0 poruš́ıme podmı́nku
#b(uv

iwxiy) > #c(uv
iwxiy) a tud́ıž slovo uviwxiy ̸∈ L.

• Podslovo vx obsahuje znak c, ale neobsahuje znak b. Pak pro volbu i = 2 poruš́ıme podmı́nku
#b(uv

iwxiy) > #c(uv
iwxiy) a tud́ıž slovo uviwxiy ̸∈ L.

• Podslovo vx obsahuje znak c, ale neobsahuje znak d. Pak pro volbu i = 0 poruš́ıme podmı́nku
#c(uv

iwxiy) > #d(uv
iwxiy) a tud́ıž slovo uviwxiy ̸∈ L.

• Podslovo vx obsahuje znak d, ale neobsahuje znak c. Pak pro volbu i = 2 poruš́ıme podmı́nku
#c(uv

iwxiy) > #d(uv
iwxiy) a tud́ıž slovo uviwxiy ̸∈ L.

Zd̊urazněme, že d́ıky podmı́nce |vwx| ≤ k podslovo vx nemůže zároveň obsahovat znaky b a d (tedy ani
znaky b, c a d) a tud́ıž jsme skutečně ukázali, že pro libovolné validńı rozděleńı jsme schopni výsledné slovo
”vypumpovat”ven z jazyka. Tud́ıž jsme dokázali, že L neńı bezkontextový jazyk.

2. Dokažte, že následuj́ıćı jazyky splňuj́ı tuto formuli (tj. pravou stranu Pumping lemmatu)

∃k > 0 : ∀z ∈ Σ∗ : z ∈ L ∧ |z| ≥ k ⇒
(∃uvwxy ∈ Σ∗ : z = uvwxy ∧ vx ̸= ϵ ∧ |vwx| ≤ k ∧ ∀i ≥ 0 : uviwxiy ∈ L)

(a) L = {wwR | w ∈ {a, b}∗},
(b) L = {w ∈ {a, b}∗| #a(w) = #b(w)}.

Řešeńı př́ıkladu a): Zvolme k = 2. Pro libovolné slovo z = a1a2 . . . an−1an z jazyka L (n ≥ 2 a je sudé)
plat́ı, že

a1 = an ∧ a2 = an−1 ∧ . . . ∧ an/2 = an/2+1.

Potom zvolme rozděleńı, kde v = an/2 ∧ w = ϵ ∧ x = an/2+1 (tud́ıž |vwx| = 2). Pak pro libovolné i ≥ 0
dostáváme slovo uviwxiy = a1a2 . . . am−1am, kde m je sudé a plat́ı

a1 = am ∧ a2 = am−1 ∧ . . . ∧ am/2 = am/2+1.

a tud́ıž uviwxiy ∈ L. Poznamenejme, že pokud n = 2 a i = 0, tak uviwxiy = ϵ ∈ L.

14 Uzávěrové vlastnosti bezkontextových gramatik

1. Rozhodněte a dokažte, zda plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

(a) L1 ∈ L3 ∨ L2 ∈ L3 =⇒ L1 ∪ L2 ∈ L2,

(b) L1 ∈ L2 \ L3 ∧ L2 je konečný =⇒ (L1 \ L2) ∈ L2 \ L3,

(c) ∃L1, L2 ∈ L2 \ L3 : L1 · L2 ∈ L3,

(d) ∃L1, L2 ∈ L1 \ L2 : L1 ∩ L2 ∈ L2 \ L3,

(e) ∃L1, L2 ∈ L1 \ L2 : L1 ∪ L2 ∈ L2 \ L3.
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Řešeńı př́ıkladu a): Tvrzeńı neplat́ı. Stač́ı zvolit L1 = ∅ a L2 ̸∈ L2 (např́ıklad L2 = {anbncn | n ≥ 0}).
Pak L1 ∪ L2 = L2 ̸∈ L2.

Řešeńı př́ıkladu b): Tvrzeńı plat́ı. Předpokládejme, že tvrzeńı neplat́ı, tj. že existuje L1 ∈ L2 \ L3 ∧
L2 je konečný a zároveň (L1 \ L2) ̸∈ L2 \ L3. Jelikož L1 \ L2 = L1 ∩ co − L2 a co − L2 je regulárńı
(L2 je konečný a tud́ıž regulárńı), pak i L1 \ L2 ∈ L2 (L2 je uzavřena na pr̊unik s regulárńımi jazyky).
Z L1 \ L2 ∈ L2 a v kombinaci s naš́ım předpokladem, že (L1 \ L2) ̸∈ L2 \ L3 dostáváme, že L1 \ L2 ∈ L3.
To je ovšem spor, jelikož L1 = L1 \ L2 ∪ (L1 ∩ L2) a L1 ∩ L2 ∈ L3 (L2 je konečný). Tud́ıž dostáváme, že
i L1 ∈ L3, což je spor s t́ım, že L1 ∈ L2 \ L3.

15 Základńı konstrukce Turingových stroj̊u

1. Zkonstruujte (a popǐste přechodovým diagramem) TS, který:

(a) převád́ı vstupńı konfiguraci pásky ∆a2n∆ω, kde n > 0, na ∆an∆ω,

(b) převád́ı vstupńı konfiguraci pásky ∆x∆ω, kde x ∈ {0} ·{0, 1}∗, na ∆y∆ω, kde x a y reprezentuj́ı č́ısla
ux a uy v binárńım kódu taková, že uy = 2 · ux,

(c) převád́ı vstupńı konfiguraci pásky ∆an∆ω, kde n > 0, na ∆anb2nc3n∆ω,

(d) akceptuje jazyk L = {w ∈ {a, b, c}∗ | #a(w) = #b(w) = #c(w)},
(e) akceptuje jazyk L = {w ∈ {a, b, c}∗ | #a(w) > 2 ∗#b(w)}.

Řešeńı př́ıkladu a): TS na obrázku.

1 2

3

45 6 77

16 Konstrukce v́ıcepáskových Turingových stroj̊u

1. Zkonstruujte v́ıcepáskový TS (a popǐste přechodovým diagramem), který akceptuje jazyk:

(a) L = {w ∈ {a, b, c}∗ | #a(w) = #b(w) = #c(w)},
(b) L = {w ∈ {a, b, c}∗ | #a(w) > #b(w) > #c(w)},
(c) L = {w ∈ {a, b, c}∗ | #a(w) = 2 ∗#b(w) = #c(w)}.

Řešeńı př́ıkladu a): 4-páskový TS na obrázku.
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17 Důkazy (částečné) rozhodnutelnosti

1. Pro každý ńıže uvedený jazyk rozhodněte, zda je rozhodnutelný či pouze částečně rozhodnutelný. Uved’te
hlavńı myšlenku konstrukce TS, který tuto (částečnou) rozhodnutelnost dokazuje.

(a) L = {<M> # <n> | card(L(M)) > n},
(b) L = {<M1> # <M2> | L(M1) ∩ L(M2) ̸= ∅},
(c) L = {<M> # <w> # <n> | M neakceptuje w do n krok̊u},
(d) L = {<M> # <n> | ∃w ∈ Σ∗ :M akceptuje w do n krok̊u},
(e) L = {<M> # <n> | ∀w ∈ Σ∗ : steps(M,w) ≤ n},
(f) L = {<M> # <n> | ∀w ∈ Σ∗ : steps(M,w) ≥ n}.

Řešeńı př́ıkladu a): Jazyk je částečně rozhodnutelný. Sestroj́ıme nedeterministický TS T , pro který L(T ) =
L. TS T nedeterministicky zvoĺı n + 1 r̊uzných slov. Pro tyto slova postupně poušt́ı simulace stroje M .
Pokud všechny simulace skonč́ı v akceptuj́ıćım stavu tak T akceptuje vstup <M > # < n >. Pokud
nějaká simulace skonč́ı v zamı́taj́ıćım stavu (či skonč́ı abnormálně), T zamı́tá tento vstup. Pokud nějaká
simulace cykĺı, tak T cykĺı. Zřejmě plat́ı, že pokud card(L(M)) > n, tak v T existuje akceptuj́ıćı výpočet
(pro správnou volbu slov). V opačném př́ıpadě T na všech cestách zamı́tá či cykĺı. Tud́ıž skutečně plat́ı
L(T ) = L. Alternativńı řešeńı bez použit́ı ”neohraničeného”nedeterminismu využ́ıvá paralelńı simulaci
(tzv. step-counting): Sestroj́ıme deterministický TS T pro který L(T ) = L. TS T postupně lexikograficky
generuje slova w1, w2, w3 . . . a poušt́ı na nich paralelně simulaci. V každé iteraci i > 1 udělá jeden daľśı
krok simulace na všech slovech wj , kde 0 < j ≤ i. Po iteraci i tedy T již provedl i krok̊u na slově w1, i− 1
krok̊u na slově w2, i − 2 krok̊u na slově w3 atd. Pokud simulace nějakého slova skončila v akceptuj́ıćım
stavu, T inkrementuje č́ıtač akceptovaných slov. Pokud č́ıtač dosáhne hodnotu n+1, T akceptuje. Zřejmě
plat́ı, že pokud card(L(M)) > n, tak existuje nějaké č́ıslo c ≥ n+1, že ze slov w1, w2, . . . wc M akceptuje
n+ 1 slov do c krok̊u a tud́ıž T akceptuje <M> # <n>. Pokud card(L(M)) ≤ n, tak T bude cyklit.

18 Rozhodnutelnost a redukce, diagonalizace

1. Rozhodněte, zda jsou následuj́ıćı jazyky rozhodnutelné, nerozhodnutelné ale částečně rozhodnutelné nebo
nejsou ani částečně rozhodnutelné. Nerozhodnutelnost př́ıpadně skutečnost, že jazyky neńı ani částečně
rozhodnutelný dokažte pomoćı redukce. Rozhodnutelnost a částečnou rozhodnutelnost nemuśıte dokazovat
(podobné d̊ukazy byly procvičeny v minulém př́ıkladu).

(a) L = {<M> |M je TS t.ž. card(L(M) ∩ {a, b, c, d}) > 2}
(b) L = {<M> |M je TS t.ž. card(L(M) ∩ {a, b, c, d}) = 2}
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(c) L = {<M> # <n> |M je TS t.ž. card(L(M)) > n}
(d) L = {<M> # <n1> # <n2> |M je TS t.ž. n1 ≤ card(L(M)) ≤ n2}
(e) L = {<M> # <w1> # <w2> |M je TS t.ž. w1, w2 ∈ L(M) ∧ steps(M,w1) > steps(M,w2)}
(f) L = {<M1> # <M2> |M1,M2 jsou TS t.ž. L(M1) ∪ L(M2) ̸= ∅}
(g) *L = {<M> |M je TS t.ž. L(M) = Σ∗}

Řešeńı a): Jazyk je částečně rozhodnutelný. Jeho nerozhodnutelnost dokážeme redukćı z HP , tj ukážeme,
že HP ≤ L1. Požadovaná redukce je funkce σ : {0, 1,#}∗ → {0, 1}∗ definovaná takto:

σ(<M> # <w>) =<M ′> .

Pokud vstup <M> # <w> neńı korektńı instance HP , tak funkce σ vraćı kód TS M ′ takového, že
L(M ′) = ∅ (tj. <M ′> ̸∈ L). Jinak σ vraćı kód TS M ′, který pracuje následovně.

• M ′ nejdř́ıve spust́ı simulaci stroje M na vstupu w (tj. ignoruje sv̊uj vstup w′). Poznamenejme, že
kódy M a w jsou př́ımo uloženy v kódu M ′.

• Pokud simulace cykĺı, tak M ′ cykĺı pro každý sv̊uj vstup w′.

• Pokud simulace skonč́ı, tak M ′ akceptuje a tud́ıž akceptuje každý sv̊uj vstup w′.

Tud́ıž pro M ′ plat́ı:
<M> # <w≯∈ HP ⇒ L(M ′) = ∅ ⇒ <M ′> ̸∈ L a

<M> # <w>∈ HP ⇒ L(M ′) = Σ∗ ⇒ <M ′>∈ L,

neboli <M> # <w>∈ HP ⇐⇒ σ(<M> # <w>) ∈ L.

Je vidět, že výše popsanou konstrukci strojeM ′ lze implementovat pomoćı úplného TS a tud́ıž funkce σ je
totálńı, rekurzivně vyč́ıslitelná funkce.

Řešeńı b): Jazyk neńı ani částečně rozhodnutelný. Toto dokážeme redukćı z co−HP , tj ukážeme, že
co−HP ≤ L. Požadovaná redukce je funkce σ{0, 1,#}∗ → {0, 1}∗ definovaná takto:

σ(<M> # <w>) =<M ′> .

Pokud vstup <M> # <w> neńı korektńı instance co−HP , tak funkce σ vraćı kód TS M ′ takového, že
L(M ′) = ∅ (tj. <M ′> ̸∈ L). Jinak σ vraćı kód TS M ′, který pracuje následovně.

• M ′ nejdř́ıve zkontroluje sv̊uj vstup w′.

• Pokud w′ ∈ {a, b} tak M ′ akceptuje.

• Pokud w′ ̸∈ {a, b} tak M ′ spust́ı simulaci stroje M na vstupu w. Poznamenejme, že kódy M a w
jsou př́ımo uloženy v kódu M ′.

• Pokud simulace cykĺı, tak M ′ cykĺı pro každý vstup w′ ∈ Σ∗ \ {a, b}.
• Pokud simulace skonč́ı, tak M ′ akceptuje a tud́ıž akceptuje každý sv̊uj vstup w′.

Tud́ıž pro M ′ plat́ı:

<M> # <w>∈ co−HP ⇒ L(M ′) = {a, b} ⇒ <M ′>∈ L a

<M> # <w≯∈ co−HP ⇒ L(M ′) = Σ∗ ⇒ <M ′> ̸∈ L,

neboli <M> # <w>∈ co−HP ⇐⇒ σ(<M> # <w>) ∈ L.

Je vidět, že výše popsanou konstrukci strojeM ′ lze implementovat pomoćı úplného TS a tud́ıž funkce σ je
totálńı, rekurzivně vyč́ıslitelná funkce.

2. Rozhodněte a dokažte, zda plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı

(a) ∀L1, L2 ∈ L2 \ L3 : L1 ≤ L2,
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(b) ∀L1, L2 ∈ 2Σ
∗
: L1 ≤ L2,

(c) ∀L1, L2 ∈ LREC : L1 ≤ L2,

(d) ∀L1, L2 ∈ LREC \ {∅,Σ∗} : L1 ≤ L2.

Řešeńı a): Toto tvrzeńı plat́ı. Dokážeme, že existuje požadovaná redukce δ. Jelikož L2 ∈ L2 \ L3, pak
existuje w1, w2 ∈ Σ∗, pro které plat́ı w1 ∈ L2 ∧ w2 ̸∈ L2. Jelikož L1 ∈ L2 \ L3, tak existuje úplný TS M ,
pro který plat́ı L(M) = L1. Úplný TS T , který implementuje δ pracuje následovně. Pro vstup w TS T
simuluje TS M . Pokud M akceptuje, tj. w ∈ L1, pak T vraćı w1 ∈ L2. Pokud M zamı́tá w, tj. w ̸∈ L1,
pak T vraćı w2 ̸∈ L2. Je zřejmé, že w ∈ L1 ⇐⇒ δ(w) ∈ L2.

3. Diagonalizaćı ukažte, že:

(a) existuje úplný TS, který se lǐśı od všech lineárně ohraničených automat̊u,

(b) existuje úplný TS, který se lǐśı od všech kontextových gramatik.

Poznámka: V d̊ukazu nevyuž́ıvejte tvrzeńı o ekvivalentńı vyjadřovaćı śıle kontextových gramatik a lineárně
ohraničených automat̊u.

Řešeńı a): Uvažme nekonečnou matici:

w0 w1 . . .
LOA0 a00 a01 . . .
LOA1 a10 a11 . . .

...
...

...
. . .

V prvńım řádku máme lexikograficky seřazená všechna slova nad abecedou Σ∗ a v prvńım sloupci máme
všechny lineárně ohraničené automaty (LOA) nad abecedou Σ∗ seřazené dle jejich kódu. LOA můžeme
takto seřadit, jelikož existuje funkce, která pro č́ıslo i vraćı LOAi, tj. LOA jehož kód je dán binárńı
reprezentaćı č́ısla i. Pokud i neńı validńı kód LOA, pak LOAi je triviálńı stroj, který každý vstup přijme
v jednom kroku. Dále plat́ı, že

aij =

{
1 if wj ∈ L(LOAi)
0 if wj ̸∈ L(LOAi).

Nyńı uváž́ıme jazyk L = {wi | aii = 0}. L neńı možné přijmout žádným LOA. Pokud by existoval LOA,
který akceptuje L, tak by se musel vyskytovat na nějakém řádku naš́ı matice. L se však lǐśı od všech
LOA uvedených v matici právě v řetězćıch na diagonále. Nyńı ukážeme, že L lze akceptovat úplným TS.
Uvažme úplný TS T , který pracuje následovně. Pro vstup wi, T simuluje LOAi. Pokud LOAi akceptuje T
zamı́tá, pokud LOAi zamı́tá T akceptuje a pokud LOAi cykĺı, T je schopen toto detekovat (viz skripta)
a akceptovat wi. T́ımto jsme ukázali, že T je skutečně úplný TS, který akceptuje L.

19 Logika a rozhodnutelnost, neúplnost

Verze 0 této kapitoly, o problémech, chybách, nejasnostech prośım dejte vědět.

1. Navrhněte efektivńı teorii s jazykem, jehož signatura obsahuje pouze symbol rovnosti (t.j., ⟨∅, {=/2}⟩),
jej́ıž modely maj́ı pouze nekonečné domény.

Rešeńı: Hint: Teorie muśı být pouze efektivńı, nic jiného. Nemuśı být konečná.

2. Navrhněte konečnou teorii (množina T spec. axiomů je konečná) s jakýmkoliv jazykem, která má jen
nekonečné modely.

3. Rozhodněte a zd̊uvodněte, zda jsou varianty teorie T (se signaturou ⟨{0/0, f/1}, {=/2}⟩) s následuj́ıćımi
speciálńımi axiomy bezesporné, úplné. Co můžete nav́ıc ř́ıci o jejich rozhodnutelnosti?
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(a)
1. ∀x∃y(x = f(y))
2. ∀x(f(x) = 0)

(b)
1. ∀x∃y(f(x) = f(f(y)))
2. ∀x(f(x) = x)

(c)
1. ∃x∀y(f(x) = f(y))
2. ∀x(f(x) = x)

(d)
1. ∃x(f(x) ̸= f(f(x))
2. ∀x(f(x) = x)

Rešeńı: (3a) Neńı sporná, má model M , kde DM = {a}, M(0) = {a} a M(f) = {(a, a)}. Je úplná, je to
jej́ı jediný model (1. ř́ıká, že na každý prvek se něco muśı zobraźı a 2. ř́ıká, že všechny prvky se zobraźı na
0). Rozhodnutelná bude: Protože má konečně mnoho model̊u konečné velikosti, bude možné pro všechny
modely zkusit všechny možnosti dosazeńı hodnot z domény za proměnné.

(3b) Neńı sporná, má model M , kde DM = {a}, M(0) = {a} a M(f) = {(a, a)}. Neńı úplná, má
ještě model M ′, kde D′

M = {a, b}, M(0) = {a} a M ′(f) = {(a, a), (b, b)}, a jsou rozlǐsitelné formuĺı
ϕ : ∀x∀y x = y, kde M |= ϕ a M ′ |= ¬ϕ. Rozhodnutelná bude, protože teorie rovnosti je rozhodnutelná,
ale nebude to úplně jednoduché...

(3d) Je sporná, nemá model. Rozhodnutelná je, d̊usledkem sporné teorie jsou všechny věty jazyka.

4. Navrhněte, jak eliminovat kvantifikátory pro teorii T se signaturou ⟨∅, {True/1}⟩ a prázdnou množinou
axiomů.

Rešeńı: Uvědomme si, že jde v podstatě o výrokovou logiku s kvantifikátory. Jiné atomické formule než
True(x) v jazyce nejsou a pro každou proměnnou x, True(x) je vyhodnoceno bud’ na 0 nebo na 1. Z
formule ∃xφ tedy eliminujeme kvantifikátor tak, že z φ vytvoř́ıme formuli ψ, která bude disjunkćı těchto
dvou př́ıpad̊u, tedy ψ : φ[1(x)/1]∨φ[1(x)/0]. (např́ıklad z ∃x(True(x)∨True(y)) vyrob́ıme (1∨True(y))∨
(0 ∨ True(y)))

5. Navrhněte, jak eliminovat kvantifikátory pro teorii se signaturou ⟨∅, {positive/1,negative/1}⟩, která definuje
positive a negative jako kladnost a zápornost celých č́ısel.

Rešeńı: x má bud’ nulovou, pozitivńı, nebo negativńı hodnotu. Stač́ı enumerovat tyto tři př́ıpady. For-
muli ∃xφ převedeme na ekvivalentńı formuli φ− ∨ φ0 ∨ φ+, kde: φ− vznikne z φ nahrazeńım každého
výskytu positive(x) za 0 a negative(x) za 1, φ+ vznikne z φ nahrazeńım každého výskytu positive(x) za
1 a negative(x) za 0, a φ0 vznikne z φ nahrazeńım každého výskytu positive(x) nebo negative(x) za 0.
(např́ıklad ∃x((positive(x)∨ negative(y))∧ negative(x)) bude ((1∨ negative(y))∧ 0)∨ ((0∨ negative(y))∧
0) ∨ ((0 ∨ negative(y)) ∧ 1))

6. Navrhněte, jak eliminovat kvantifikátory pro teorii se signaturou ⟨{≥/2}, ∅⟩, která definuje predikát ≥ jako
jakoukoliv relaci částečného uspořádáńı.

Rešeńı: 1) Z formule ∃xφ eliminujeme kvantifikátor tak, že z φ vytvoř́ıme formuli ψ následovně. Převedeme
do DNF. 2) Každou klauzuli saturujeme tranzitivńım uzávěrem, t.j., pro každou dvojici (pozitivńıch)
literál̊u a ≤ b a b ≤ c přidáváme literály a ≤ c, dokud je co přidávat. 3) Sporné klauzule nahrad́ıme za 0
(obsahuj́ı a ≤ b a ¬a ≤ b). 4) Smažeme všechny predikáty s výskytem x.

Všimněte si, že je opravdu nejdř́ıve třeba spoč́ıtat tranzitivńı uzávěr, až potom odstranit sporné klauzule,
a až potom odstranit výskyty x. Muśıme zaručit, aby smazáńı negativńıch literál̊u s výskytem x nezměnilo
význam formule. (např́ıklad ∃y(y ≤ z∧z ≤ u∧¬y ≤ u) bude po spoč́ıtáńı tranz. uz. (y ≤ z∧z ≤ u∧¬y ≤
u ∧ y ≤ u), kde se vyskytuje spor, a proto to nakonec bude 0),

7. Navrhněte, jak eliminovat kvantifikátory pro teorii T se signaturou obsahuj́ıćı pouze rovnost, kde

(a) T = {¬∃x∃y(x ̸= y)}
(b) T = {¬∃x∃y∃z(x ̸= y ∧ x ̸= z ∧ y ̸= z)}
(c) T = {¬∃x1 . . . ∃x4

∧
1≤i<j≤4(x1 ̸= xj)}

(d) Předchoźı bod, ale libovolné n ∈ N na mı́sto 4.

(e) T = {∃x0 . . . ∃xn
∧

0≤i<j≤n xi ̸= xj | n ∈ N} Těžké, ale dá se vymyslet, dá se i naj́ıt.
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Rešeńı: (7a) Doména má jen jeden prvek. Proto se každý predikát x = y vyhodnot́ı na 1. Z formule ∃xφ
tedy eliminujeme kvantifikátor tak, že z φ vytvoř́ıme formuli ψ nahrazeńım každého atomického predikátu
formy x = y za 1. (např. z formule ∃x(x = y ∧ ¬u = v) ∨ ¬x = v bude (1 ∧ ¬u = v) ∨ ¬1)
(7b) Doména má maximálně dva prvky, nazvěme je a, b (mohou být jeden a ten samý prvek). Z formule ∃xφ
eliminujeme kvantifikátor tak, že z φ vytvoř́ıme formu ψ následovně. Necht’ P = {{A,B} | A∪B = X∧A∩
B = ∅} je množina všech rozklad̊u množiny X proměnných formule φ na dvě části (množinu A chápeme
jako proměnné s hodnotou a, B jako proměnné s hodnotou B). Potom ψ je formule

∨
{A,B}∈P φ{A,B},

kde φ{A,B} vznikne z φ (1) přidáńım konjunkt̊u
∧

y,z∈A∨y,z∈B y = z ∧
∧

y∈A∧z∈B y ̸= z, a potom (2)
nahrazeńım každého predikátu x = y za 1 pokud x, y ∈ A nebo pokud x, y ∈ B, a za 0 jinak. (část
(1) explicitně zafixuje volbu rozkladu, aby ji později nebylo možno změnit nekonzistentně se zvolenými
rovnostmi. Např́ıklad ∃x(x = y ∧ ¬y = z) ∨ ¬x = z vygeneruje 4 disjunkty konkrétně pro rozklady
{{x, y, z}, ∅}, {{x, y}, {z}}, {{x, z}, {y}}, {{y, z}, {x}}, kde třeba pro př́ıpad {{x, y}, {z}} dostaneme (1)
((x = y∧¬y = z)∨¬x = z)∧(x = y)∧(x ̸= z∧y ̸= z) a z toho (2) ((1∧¬y = z)∨¬0))∧(1)∧(1∧y ̸= z)).

8. Navrhněte, jak eliminovat kvantifikátory pro teorii Tn, n ∈ N se signaturou ⟨{P 1
/1, . . . , P

n
/1}, ∅⟩ a prázdnou

množinou axiomů. (teorie v podstatě mluv́ı o náležitosti v n libovolných podmnožinách domény).

Rešeńı: Podobně jako př́ıklad 7b. Je třeba uvažovat každou možnost, jak může vypadat Venn̊uv diagram
n-tice množin.

9. Mějme teorii T reálných č́ısel se sč́ıtáńım, násobeńım, rovnost́ı, a operátorem ⌊n⌋, který vraćı dolńı celou
část č́ısla n. Dokažte, že je tato teorie nerozhodnutelná.

Rešeńı: Redukujeme na T Peanovu aritmetiku (TPA). Všechny operátory máme (+,*,=), potřebujeme jen
definovat predikát, který identifikuje celá č́ısla. Potom budeme snadno schopni jakoukoliv formuli Peanovy
aritmetiky zakódovat/redukovat na formuli T . Redukce bude vyč́ıslitelná surjekce, která zachovává plat-
nost v teorii. Protože je Peanova aritmetika nerozhodnutelná, muśı být i T nerozhodnutelná. Konkrétně,
redukce bude funkce f , která z formule φ jazyka teorie TPA vytvoř́ı formuli f(φ) tak, že každou atomickou
formuli ψ s proměnnými x1, . . . , xn nahrad́ı za formuli (ψ ∧ x1 = ⌊x1⌋ ∧ . . . ∧ xn = ⌊xn⌋). (Reálné č́ıslo je
celé, právě když se rovná své dolńı celé části. Omezili jsme hodnoty proměnných pouze na celá č́ısla, tedy
právě na hodnoty př́ıpustné v teorii TPA.)

10. Mějme teorii T reálných č́ısel se sč́ıtáńım, rovnost́ı, a binárńı funkćı mod(m,n), která vrát́ı zbytek z m ∈ R
po

”
celoč́ıselném“ děleńı n ∈ R, tedy, vrát́ı č́ıslo k ∈ R takové, že 0 ≤ k < n a pro nějaké l ∈ N, m = nl+k.

Dokažte, že je tato teorie nerozhodnutelná.

11. Dokažte, že pokud je množina speciálńıch axiomů úplné prvořádové teorie T částečně rozhodnutelná, pak
je T rozhodnutelná teorie (t.j. množina d̊usledk̊u T je rozhodnutelná).

Rešeńı: Hint: Vı́me, že d̊ukaz každé věty nebo jej́ı negace existuje. Stále jej časem můžeme vygenerovat,
jen nemůžeme ověřovat platnost d̊ukaz̊u jeden po druhém, protože d́ıky pouze částečné rozhodnutelnosti
by některé tyto výpočty, kdy ověřujeme řetězec, který neńı d̊ukazem, nemusely terminovat. Proto je
třeba paralelně ověřovat všechny řetězce, podobně jako v d̊ukazu částečné rozhodnutelnosti problému
neprázdnosti TS (viz. cvičeńı, skeny poznámek TV).)

12. Uvažujme systém podobný abstraktńımu formálńımu systému z přednášky o Tarského a Gödelě větě (tento
bude jednodušš́ı)1: Predikáty P jsou podmnožinou množiny výraz̊u V ⊇ P . Pro predikát H a výraz X,
výraz HX je věta, která je interpretována jako

”
X je prvkem množiny identifikované predikátem H“, a

tato věta je bud’ pravdivá nebo nepravdivá. Podmnožina V je identifikovatelná, pokud je identifikovaná
nějakým predikátem. Předpokládáme, (1) že pro každý predikát H existuje predikát H ′ takový, že pro
každý výraz X, HX je pravda, právě když H ′X neńı pravda, a (2) že existuje jeho diagonalizace, predikát
H♯ takový, že H♯X je pravda, právě když HXX je pravda (HXX je H aplikované na XX). Věta X je
pevným bodem predikátu H, pokud HX je pravda, právě když X je pravda (X a HX jsou ekvivalentńı).

• Ukažte, že každý predikát má pevný bod.

1př́ıklad z knihy The Gödelian Puzzle Book Raymonda M. Smullyana. Je tam i řešeńı
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• Ukažte, že množina pravdivých vět neńı identifikovatelná. (Všimněte si, že každá věta by byla pevným
bodem predikátu identifikuj́ıćıho množinu pravdivých vět. Je třeba zkonstruovat predikát, který jeho
pevným nemůže být. Viz Tarského věta a jej́ı d̊ukaz ve slajdech. )

• Vaše řešeńı z předchoźıho bodu bude pravděpodobně pevným bodem H ′, délky 6 znak̊u z {H,′ , ♯},
kde H je hypotetický predikát identifikuj́ıćı pravdivé věty. Najděte daľśı pevné body H ′ stejné délky.
Bylo by je také možné použ́ıt v předchoźım bodě?

Mějme množinu dokazatelných vět identifikovanou predikátem D a množinu vyvratitelných vět identifiko-
vanou predikátem R. Dokazatelné věty jsou pravdivé, vyvratitelné jsou nepravdivé (systém je korektńı).
Dokažte, že

• Existuje pravdivá nedokazatelné věta. (Viz. abstraktńı Gödelova věta ve slajdech. Potřebujete naj́ıt
větu, která je pravdivá, ale nedokazatelná. Bude to pevný bod něčeho, čeho? Bude se skládat ze
symbol̊u D,′ , ♯)

• Existuje nepravdivá nevyvratitelná věta.

20 Asymptotická složitost

1. Rozhodněte a dokažte, zda plat́ı následuj́ıćı:

(a) 300n4 + 900n2 + 1 ∈ O(n4 − 100n3),

(b) 300n4 − 900n2 + 1 ∈ O(300n3 + 100n2).

Řešeńı a): Toto tvrzeńı plat́ı. Stač́ı naj́ıt hodnoty c ∈ R+ a n0 ∈ N, takové že

∀n ≥ n0 : 300n4 + 900n2 + 1 ≤ c · (n4 − 100n3)

Zvolme např́ıklad c = 301 a požadované n0 dopoč́ıtáme (omezme se na n0 > 0, abychom mohli ńıže krátit).

∀n ≥ n0 : 300n4 + 900n2 + 1 ≤ 301n4 − 30100n3

∀n ≥ n0 : 30100n3 + 900n2 + 1 ≤ n4

∀n ≥ n0 : 30100 + 900n−1 + 1n−3 ≤ n

Vid́ıme, že pro n ≥ 30101 požadovaná nerovnost očividně plat́ı.

Řešeńı b): Toto tvrzeńı neplat́ı. Z definice O() stač́ı ukázat, že

lim
n→∞

c · (300n3 + 100n2)

300n4 − 900n2 + 1
= 0

Opakovanou aplikaćı L’Hospitalova pravidla (čitatel i jmenovatel jdou v limitě k ∞) dostáváme

lim
n→∞

c

4n
= 0,

jelikož c je konstanta.

2. Rozhodněte a dokažte, jaký vztah plat́ı mezi následuj́ıćımi tř́ıdami funkćı:

(a) O(n3) a O(n4),
(b) O(n · log n) a O(n2),
(c) O(n · sinn) a O(n2),

(d) O(2n) a O(2n2

),

(e) * O(2n) a O(n!),
(f) O(n2) a O(2lnn),

(g) O(22n) a O(2n2

),
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(h) O(lnn) a O(n · ln lnn),
(i) O(lnn) a O(log n).

Řešeńı a): Plat́ı, žeO(n3) ⊂ O(n4). Stač́ı ukázat (podobně jako výše), že např. n4 ∈ O(n4), ale n4 ̸∈ O(n3),
a rovněž, že ∀f ∈ O(n3) : f ∈ O(n4). K tomu využijeme fakt, že pro ∀f ∈ O(n3) existuj́ı hodnoty c ∈ R+

a n0 ∈ N takové, že
∀n ≥ n0 : f(n) ≤ c · n3,

a zároveň, že existuj́ı hodnoty c′ ∈ R+ a n′0 ∈ N, takové že

∀n ≥ n′0 : c · n3 ≤ c′ · n4,

z čehož źıskáváme, že f ∈ O(n4) (uváž́ıme maximum z n0 a n′0).

21 Konstrukce TS s danou složitost́ı

1. Snažte se naj́ıt co nejmenš́ı k takové, aby platily následuj́ıćı vztahy. Dokažte, že vztah plat́ı, ale nedoka-
zujte, že vaše k je opravdu nejmenš́ı možné.

(a) L′ ∈ DTIME [n2]⇒ L ∈ DTIME [nk], kde
L = {w ∈ Σ∗ | pro všechny prefixy w′ slova w plat́ı, že w′ ∈ L′}.

(b) L′ ∈ DTIME [n2]⇒ L ∈ NTIME [nk], kde
L = {w ∈ Σ∗ | pro všechny prefixy w′ slova w plat́ı, že w′ ∈ L′}.

(c) L′ ∈ DTIME [n3]⇒ L ∈ DTIME [nk], kde
L = {w ∈ Σ∗ | w obsahuje dvě r̊uzná podslova w1, w2 takové, že w1, w2 ∈ L′}.

Řešeńı a): Ukážeme, jak deterministický TS T akceptuj́ıćı jazyk L může efektivně fungovat a podle toho
urč́ıme hodnotu k. T pro vstup w (kde |w| = n) muśı zkontrolovat všechny prefixy w′ – těch je O(n) a jejich
velikost je taktéž v O(n). Kontrola každého w′ je realizována simulaćı deterministického T ′ akceptuj́ıćı
jazyk L′, který dle zadáńı pracuje v čase O(n2). Celkově složitost TS T je O(n) · O(n2) = O(n3). Tud́ıž
k = 3.

2. Rozhodněte a dokažte, zda tř́ıda P je uzavřena na následuj́ıćı operace:

(a) ⋄L = {w ∈ L | w = anbncn ∧ n ≥ 0},
(b) ⋄L = {w ∈ L | |w| = 2n ∧ n ≥ 0},
(c) ⋄L = {w ∈ L | w je kód TS M , pro který plat́ı, že w ∈ L(M)}.

Řešeńı a): Tř́ıda P je uzavřena na operaci ⋄. ⋄L = L ∩ L′, kde L′ = {anbncn | n ≥ 0}. Připomeňme, že P
je uzavřena na pr̊unik (TS T akceptuj́ıćı L1 ∩ L2 bude simulovat stroje pro L1 a L2. Složitost T je dána
součtem složitost́ı stroj̊u pro L1 a L2 – součet dvou polynomů je zase polynom a tud́ıž T bude pracovat
též v polynomiálńım čase). Tud́ıž nám stač́ı ukázat, že L′ ∈ P. Požadovaný stroj M bude mı́t 4 pásky.
Nejdř́ıve projde vstupńı pásku, zkontroluje správné pořad́ı ṕısmen a překoṕıruje jednotlivá ṕısmena na
zvláštńı pásky (např. všechny znaky a budou na 2. pásce, všechny znaky b budou na 3. pásce a všechny
znaky c budou na 4. pásce). Toto je možné udělat pomoćı jedno lineárńıho pr̊uchodu vstupem tj. v O(n).
Druhým lineárńım pr̊uchodem zkontroluje, jestli je na páskách 2–4 stejný počet symbol̊u a podle toho
akceptuje či zamı́tá. Je zřejmé, ze stroj pracuje v O(n).

22 Složitost algoritmů a amortizovaná složitost

1. Uvažme k-bitový č́ıtač implementovaný pomoćı binárńıho pole A o velikosti k (pole je indexované od 1 s
nejvýznamněǰśım bitem na pozici 1). Č́ıtač je inicializovaný na hodnotu 0. Dále uvažme (jedinou) operaci
inc(A, k), která inkrementuje k-bitový č́ıtač A o hodnotu 1 (viz pseudokód ńıže).
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(a) Analyzujte a zd̊uvodněte asymptotickou časovou složitost
operace inc(A, k) v nejhorš́ım př́ıpadě.

(b) Uvažme posloupnost n operaćı inc(A, k), kde n < 2k. Analy-
zujte a zd̊uvodněte amortizovanou časovou složitost této po-
sloupnosti operaćı.

Function inc(A, k)
while k ≥ 1 ∧A[k] = 1 do

A[k] := 0
k := k − 1

if k ≥ 1 then A[k] := 1

Nápověda: Pro amortizovanou složitost doporučujeme využ́ıt metodu účt̊u. Zkuste si napsat deľśı sekvenci
operaćı, určit reálnou cenu každé operace a zamyslete se, jak tuto cenu pokrýt pomoćı vhodně zvolených
kredit̊u źıskaných z předchoźıch operaćı.

Řešeńı a): V nejhorš́ım př́ıpadě jsou v poli A samé jedničky. V tom př́ıpadě je cena operace inc(A, k) v
O(k), jelikož while cyklus proběhne k-krát. b) Hlavńı myšlenka analýzy amortizované složitosti spoč́ıvá v
předplaceńı operace ”překlopeńı”1→ 0, která se muśı v drahých instanćıch inc(A, k) volat v́ıcekrát. Počet
operaćı 1 → 0 př́ımo souviśı předchoźım voláńım operaćı ”překlopeńı”0 → 1 a tud́ıž při provedeńı této
operace si budeme budovat potřebný kredit.

operace kredit cena
1→ 0 0 1
0→ 1 2 1

Pokud inc(A, k) inkrementuje (”překloṕı”0→ 1) nejvyšš́ı bit na pozici i, operace 1→ 0 musela být předt́ım
volána (k− i)-krát. Na účtě ale muselo být v této situaci aspoň (k− i) kredit̊u, jelikož na posledńıch (k− i)
bitech (pozićıch) byly jedničky. Také si uvědomme, že po dokončeńı voláńı inc(A, k) bude na účtě aspoň
1 kredit za inkrementaci i-tého bitu. Na účtě může být samozřejmě i v́ıce kredit̊u pokud jsou jedničky na
nějakých vyšš́ıch bitech. Jednoduše nahlédneme, že během celého výpočtu plat́ı invariant, že na účtě je
tolik kredit̊u, kolik je v poli jedniček a tud́ıž kredity na účtě nikdy nemůže klesnout pod 0.

Celková amortizovaná složitost sekvence voláńı inc(A, k) je dána maximálńım počtem kredit̊u nutných na
zaplaceńı jedné operace a počtem voláńı. Tud́ıž pro n voláńı inc(A, k) dostáváme složitost max{0, 2} ·n =
2n ∈ O(n). Připomeňme, že při použit́ı analýzy v nejhorš́ım př́ıpadě, by složitost n voláńı byla O(n · k).

2. Necht’ A, B jsou pole o velikosti n (indexované od 1), která obsahuj́ı přirozená č́ısla. Uvažme následuj́ıćı
rozhodovaćı problém:

P (A,B, n) = true⇔ ∃i ∈ {1, . . . , n} : ∀j ∈ {1, . . . , n} : A[i] ≥ B[j]

Nı́že uvedený algoritmus dominate(A,B, n) řeš́ı tento problém.

(a) Analyzujte asymptotickou časovou složitost algoritmu
dominate v nejhorš́ım př́ıpadě.

(b) Analyzujte asymptotickou časovou složitost algoritmu
dominate v nejlepš́ım př́ıpadě.

(c) Navrhněte algoritmus dominate+(A,B, n), který řeš́ı
tento problém a má lepš́ı asymptotickou časovou
složitost v nejhorš́ım př́ıpadě než algoritmu dominate.
Analyzujte asymptotickou časovou složitost algoritmu
dominate+ v nejhorš́ım př́ıpadě.

Function dominate(A,B, n)
found := false
i := 1
while i ≤ n ∧ found = false do

found := true
j := 1
while j ≤ n ∧ found = true do

if A[i] < B[j] then
found := false

j := j + 1

i := i+ 1

return found

Řešeńı: Algoritmus dominate zjǐst’uje, jestli v poli A existuje prvek, který je větš́ı nebo roven než všechny
prvky v poli B. a) Uvažme vstup, kde posledńı prvek v poli B je větš́ı než všechny prvky v poli A
a ostatńı prvky v B jsou menš́ı než všechny prvky v A. V tomto nejhorš́ım př́ıpadě se vněǰśı cyklus
algoritmu dominate provede n-krát (algoritmus muśı proj́ıt všechny prvky v poli A). Nav́ıc v každé iteraci
vněǰśıho cyklu se vnitřńı cyklus rovněž provede n-krát (algoritmus muśı vždy proj́ıt všechny prvky v B,
než ukonč́ı vnitřńı cyklus). Celkově tedy dostáváme složitost O(n2). b) Uvažme vstup, kde prvńı prvek v
poli A je větš́ı než všechny prvky v poli B. V tomto nejlepš́ım př́ıpadě se vněǰśı cyklus algoritmu dominate
provede pouze jednou a vnitřńı cyklus se provede n-krát (algoritmus muśı ověřit, že prvńı prvek v A je
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skutečně větš́ı než všechny prvky v B. Celkově tedy dostáváme složitost O(n). Uvažme algoritmus, který
nejdř́ıve najde nevetš́ı prvek v poli A (označme ho Amax) a největš́ı prvek v poli B (označme ho Bmax) a
pak vraćı true pokud Amax ≥ Bmax. Jelikož hledáńı maxima má složitost O(n), navržený algoritmus má
i v nejhorš́ım př́ıpadě složitost O(n).

3. Uvažte následuj́ıćı implementaci FIFO fronty Q pomoćı dvou zásobńıku S1 a S2:

• Q.enqueue(x) : S1.push(x)

• Q.dequeue() :

if S2.isEmpty() then
while S1.isNonEmpty() do

S2.push(S1.top())
S1.pop()

if S2.isNonEmpty() then
S2.pop()

(a) Analyzujte a zd̊uvodněte asymptotickou časovou složitost operace Q.dequeue() v nejhorš́ım př́ıpadě.

(b) Uvažme libovolnou posloupnost n operaćı Q.enqueue(x) a Q.dequeue(). Analyzujte a zd̊uvodněte
amortizovanou časovou složitost této posloupnosti operaćı.

4. Uvažme algoritmus middle(A,n), který má na vstupu pole A (indexované od 1), které obsahuje n r̊uzných
přirozených č́ısel. Algoritmus vraćı k-tý nejvyšš́ı prvek v A, pro k = ⌊n/2⌋ (⌊n/2⌋ je celá část pod́ılu n/2).

(a) Analyzujte asymptotickou časovou složitost algo-
ritmu middle v nejhorš́ım př́ıpadě.

(b) Analyzujte asymptotickou časovou složitost algo-
ritmu middle v nejlepš́ım př́ıpadě.

(c) Navrhněte algoritmus middle+(A,n), který řeš́ı
stejný problém a má lepš́ı asymptotickou časovou
složitost v nejhorš́ım př́ıpadě. Analyzujte tuto
složitost.

Function middle(A,n)
res :=∞
i := 1
while i ≤ ⌊n/2⌋ do

tmp := −1
j := 1
while j ≤ n do

if tmp < A[j] < res then
tmp := A[j]

j := j + 1

res := tmp
i := i+ 1

return res

23 Tř́ıdy složitosti a NP-úplnost

1. Pro následuj́ıćı jazyky/problémy dokažte, že

• patř́ı do NP,

• patř́ı do EXP (v d̊ukaze nevyuž́ıvejte fakt, že NP ⊆ EXP),

• jsou NP-těžké:

(a) SAT16 = {Φ | Φ je výroková formule v konjunktivńı normálńı formě, pro kterou existuje alespoň 16
r̊uzných splnitelných valuaćı }.

(b) Nezávislá množina vrchol̊u grafu G = (V,E) je množina vrchol̊u U ⊆ V taková, že žádné dva
vrcholy z U nejsou spojeny hranou, tj., ∀{v1, v2} ∈ E : {v1, v2} ⊈ U. Problém nezávislé množiny
(INDEPENDENT-SET):

Má graf G nezávislou množinu velikosti alespoň m?

Pro d̊ukaz NP-těžkosti použijte redukci z 3-SAT.

(c) Mějme konečnou množinu R, váhovou funkci w : R → Z a cenovou funkci v : R → Z. Dále mějme
maximálńı váhu W ∈ Z a minimálńı cenu V ∈ Z. Problém batohu (KNAPSACK) je definovaný
následovně:
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Existuje R′ ⊆ R taková, že
∑

r∈R′ w(r) ≤W a zároveň
∑

r∈R′ v(r) ≥ V ?

Pro d̊ukaz NP-těžkosti použijte redukci z problému SUBSET-SUM (prob́ıráno na cvičeńı).

(d) * Graf G = (V,E) má chromatické č́ıslo c, pokud existuje funkce obarveńı f : V → {1, . . . , c} taková,
že pro každé dva sousedńı uzly plat́ı, že nejsou obarveny stejnou barvou, tj. ∀{v1, v2} ∈ E : f(v1) ̸=
f(v2). Problém chromatického č́ısla grafu (CHROMATIC-NUMBER) je definovaný následovně:

Má graf G chromatické č́ıslo c?

Pro d̊ukaz NP-těžkosti použijte redukci z problému 3-SAT.

(e) Klikové pokryt́ı grafu G = (V,E) je množina klik K taková, že G je sjednoceńı klik z K. Problém
klikového pokryt́ı (CLIQUE-COVER) je definovaný následovně:

Existuje množina klik K o velikosti maximálně m taková, že K je klikové pokryt́ı G?

Pro d̊ukaz NP-těžkosti použijte redukci z problému CHROMATIC-NUMBER.

Řešeńı pro př́ıklad a): SAT16 ∈ NP: Nedeterministický v́ıcepáskový TS T , který rozhoduje SAT16 v poly-
nomiálńım čase, pracuje následovně. T nejdř́ıve nedeterministicky vygeneruje 16 valuaćı pro proměnné ve
formuli Φ. Každou valuaci zaṕı̌se na jednu pásku (pro jednoduchost uvažujeme, že jsou valuace zapsané na
pásce dle uspořádańı proměnných). Potom T ověř́ı, že valuace jsou r̊uzné a že jsou všechny splnitelné. Toto
se zajisté dá realizovat v polynomiálńım čase (tj. existuje polynomiálńı verifikátor). Zjǐstěńı pravdivosti
formule pro danou valuaci vyžaduje lineárńı pr̊uchod formuĺı. Zjǐstěńı, že se daná valuace lǐśı od ostatńıch
15 valuaćı je taktéž lineárńı. Pokud T ověř́ı, že valuace jsou r̊uzné a všechny jsou splnitelné, tak akceptuje
Φ, jinak zamı́tá.

SAT16 ∈ EXP: Deterministický v́ıcepáskový TS T , který rozhoduje SAT16 v exponenciálńım čase, pra-
cuje následovně. T postupně generuje (např. v lexikografickém pořad́ı) jednotlivé valuace proměnných
z formule Φ. Pokud Φ obsahuje n proměnných, pak existuje 2n r̊uzných valuaćı. Pro každou valuaci T
zkontroluje, jestli Φ je splnitelné (lineárńı pr̊uchod formuĺı). Pokud ano, T zvýš́ı č́ıtač splnitelných valuaćı.
Pokud č́ıtač dosáhne hodnotu 16, T akceptuje. Pokud prošel všechny valuace a neakceptoval, tak zamı́tne.
Složitost T je v O(2n · n) ⊆ O(2n2

). Připomeňme, že SAT16 ∈ EXP plyne taktéž př́ımo z SAT16 ∈ NP.

SAT16 je NP-těžký: Sestroj́ıme polynomiálńı redukci δ, která ukáže, že SAT ≤P SAT16. Jelikož SAT je
NP-úplný, tak pak dostaneme požadované. Pro správně zformované formule Φ definujme

δ(Φ) = Φ ∧ (x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4 ∨ x5)

kde x1, x2, x3, x4 a x5 jsou čerstvé proměnné, které se ve formuli Φ nevyskytuj́ı. Pro nesprávně zformované
vstupy redukce stač́ı vrátit x1 ∧ ¬x1.
Konstrukce formule δ(Φ) je lineárńı k Φ (včetně správnosti správného zformováńı stač́ı jeden pr̊uchod
formuĺı). Jej́ı korektnost dokážeme takto. Pokud Φ ∈ SAT , tak existuje aspoň jedna splnitelná valuace v.
Klauzule K = (x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4 ∨ x5) má 25− 1 = 31 ≥ 16 splnitelných valuaćı. Tud́ıž Φ∧ (x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨
x4 ∨ x5) má aspoň 31 splnitelných valuaćı (zkombinujeme valuaci v s valuacemi pro klauzuli K) a tedy
Φ ∧K ∈ SAT16 . Naopak, pokud Φ ̸∈ SAT , tak a) pro nesprávně zformovaný vstup x1 ∧ ¬x1 ̸∈ SAT16 a
b) pro správně zformovaný vstup Φ∧(x1∨x2∨x3∨x4∨x5) ̸∈ SAT16, jelikož podformule Φ neńı splnitelná.
Celkově dostáváme, že

Φ ∈ SAT ⇐⇒ δ(Φ) ∈ SAT16.
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