GRAFOVE ALGORITMY - CVICENI 8: NEJKRATSI
CESTY Z JEDNOHO UZLU DO VSECH UZLU

Prevzato z Cormen, Leiserson, Rivest, Stein: Introduction to algorithms. The MIT Press
and McGraw-Hill, 2001; kapitola 24.

Bellman-Forduv algoritmus

Priklad 1. Na orientovany graf na obrazku 1 aplikujte algoritmus Bellman-Ford se zdro-
jovym uzlem z. Hrany relaxujte v pofadi (z,x), (t,y), (t,2), (x,1), (%), (3,2), (z,%), (2,5),
(s,1), (s,y). UkaZte prubézné (po kazdé iteraci) hodnoty d a m. Ddle zméiite vdhu hrany
(z,x) na 4 a algoritmus znova aplikujte tentokrat se zdrojovym uzlem s.

Obrazek 1: Priklad 1

Priklad 2. Dokazte nasledujici disledek dikazu korektnosti Bellman-Fordova algoritmu:
Necht' G = (V, E) je ohodnoceny orientovany graf se zdrojovym uzlem s a vdhovou funkci
w: E — R. Pak pro kazdy uzel v € V existuje cesta z s do v, pravé kdyZ Bellman-Fordtv
algoritmus pfi aplikaci na graf G skonéi s nerovnosti d[v] < eo.

Priklad 3. M¢&jme zadany ohodnoceny orientovany graf G = (V, E) bez zdpornych cykla
(cykli se zapornym ohodnocenim). Necht' m je maximum z nejkratSich cest (podle poctu
hran na cesté) mezi vSemi dvojicemi uzld u, v. Navrhnéte jednoduchou zménu Bellman-
Fordova algoritmu pro vypocet nejkratsich cest (podle vahy cesty) béhem m + 1 prichodd.
Zdivodnéte korektnost vasi ipravy algoritmu.

Priklad 4. Modifikujte Bellman-Fordtv algoritmus, aby nastavoval d[v] na —ee pro viech-
ny uzly v, pro které existuje zdporny cyklus na libovolné cesté ze zdrojového uzlu do v.
Zdavodnéte funkénost algoritmu.



Priklad 5. M¢&jme ohodnoceny orientovany graf G = (V. E) s vdahovou funkci w: E — R.
Vymyslete algoritmus s ¢asovou slozitosti O(V E), ktery pro kazdy uzel v € V nalezne
hodnotu §*(v) = miny,ecy {d(u,v)}.

Priklad 6. Mg¢&jme ohodnoceny orientovany graf G = (V,E) s néjakym zdpornym cyk-
lem. Navrhnéte efektivni algoritmus pro vypis uzli néjakého cyklu. Dokazte korektnost
vytvofeného algoritmu.

Nejkratsi cesty v acyklickych orientovanych grafech

Priklad 7. Vyzkousejte si spustit DAG-SHORTEST-PATHS algoritmus nad grafem z pied-
nasek s jinym zdrojovym uzlem (napf. uzel r).

Priklad 8. Predpokladejte algoritmus DAG-SHORTEST-PATHS se zménénym tietim fad-
kem nésledovné:

3: for prvnich |V|— 1 uzld, brané podle topologického usporadani, znacené u
Ukazte, Ze i po této zméné zlstal algoritmus korektni.

Priklad 9. Uvazujme graf reprezentujici tkoly pomoci uzli a jejich sekvencni Casové
zévislosti prostfednictvim hran. Konkrétnéji, hrana (u,v) indikuje, Ze tikol u musi byt hotov
pred tkolem v. Vdhy jsou pfifazeny jednotlivym uzlim (nikoli hrandm). Modifikujte algo-
ritmus DAG-SHORTEST-PATHS tak, aby naSel nejdelsi cestu v orientovaném acyklickém
grafu s ohodnocenymi uzly v linedrnim Case.

Priklad 10. Navrhnéte efektivni algoritmus pro zjisténi celkového poctu cest v oriento-
vaném acyklickém grafu. Zdivodnéte jeho korektnost a odvod’te jeho asovou sloZitost.

Dijkstruv algoritmus

Priklad 11. Aplikujte Dijkstriv algoritmus na orientovany graf z obrazku 2. Nejprve jako
zdrojovy uzel pouZzijte uzel s a potom uzel z. Podobné jako v pfednaskach naznacte hodnoty
d, T a obsah mnoziny S po kazdé iteraci algoritmu.

Priklad 12. Vymyslete piiklad jednoduchého orientovaného grafu se zdpornymi hrana-
mi, pro ktery Dijkstriv algoritmus nefunguje. Zdlvodnéte, pro¢ neplati véta o korektnosti
algoritmu pfi povoleni zaporného ohodnoceni hran.

Priklad 13. Predpokladejte algoritmus DIJKSTRA se zménénym ctvrtym fadkem ndsle-
dovné:

4: while |Q] > 1
Tato zména zpusobi, Ze while-cyklus provede |V | — 1 iteraci misto |V| iteraci. Zistal algo-
ritmus 1 po této zméné korektni?

Priklad 14. M¢jme dén orientovany graf G = (V, E), ktery ma kazdé hrané (u,v) € E aso-
ciovanu hodnotu r(u,v), coz je redlné ¢islo z intervalu 0 < r(u,v) < 1, které reprezentuje
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Obrazek 2: Priklad 11

spolehlivost komunika¢niho kandlu mezi uzly u a v. Hodnota r(u, v) vyjadiuje pravdépodob-
nost, Zze kandl z u do v neselZze. Predpoklddejme nezdvislost téchto pravdépodobnosti.
Navrhnéte efektivni algoritmus, ktery nalezne nejspolehlivéjsi cestu mezi dvéma zadanymi
uzly.

Priklad 15. Necht' G = (V,E) je ohodnoceny orientovany graf s vdhovou funkci w: E —
{1,2,...,W}, kde W je kladné celé &islo. Pfedpokladejme, Ze Zaddné dva uzly nemaji ste-
jnou véihu nejkratsi cesty ze zdrojového uzlu s. Nyni predpoklddejme, Ze jsme definovali
(neohodnoceny) orientovany graf G’ = (V UV’ E’) tak, Ze kazd4 hrana (u,v) € E s vdhou
w(u,v) je nahrazena sérii w(u,v) jednotkovych hran v E’. Kolik uzli ma G'? Ddle pred-
poklddejme, Ze na G’ aplikujeme prohleddvani do §itky (BFS). Ukazte, Ze poradi obarveni
uzlii z V na Cerno pii BFS grafu G’ je totoZné s pofadim, ve kterém jsou uzly z V vybirdny
z prioritni fronty na fddku 5 pfi béhu algoritmu DIJKSTRA na G.

Priklad 16. Necht' G = (V,E) je ohodnoceny orientovany graf s vdhovou funkci w: E —
{0,1,...,W}, kde W je nezdporné celé ¢islo. Modifikujte algoritmus DIJKSTRA tak, aby
pocital nejkratsi cesty ze zadaného zdrojového uzlu s v ¢ase O(WV + E).

Priklad 17. Modifikujte algoritmus z pfedchoziho piikladu tak, aby pracoval v Case
O((V+E)IgW). (Ndpovéda: Kolik riznych odhadi nejkratsich cest mtize byt v mnoZiné
V — S béhem vypoctu?)

Priklad 18. Predpoklddejme, Ze madme zaddn ohodnoceny orientovany graf G = (V. E),
ve kterém mohou byt hrany vychdzejici ze zdrojového uzlu s ohodnoceny zdporné, ale
vSechny ostatni hrany jsou ohodnoceny nezdporné a G neobsahuje Zadné zdporné cykly.
Promyslete zachovani korektnosti Dijkstrova algoritmu pro nalezeni nejkratsich cest z uzlu
s v takovémto grafu.



